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2 Einleitung

Einleitung

Zyklotomische Funktionenkorper sind algebraische Funktionenkoérper iiber F, (dem endli-
chen Korper mit ¢ Elementen), die in eigenartiger Analogie zu den klassischen Kreistei-
lungskérpern gebildet werden. Dabei {ibernimmt der rationale Funktionenkorper Fy(x) die
Rolle des Korpers Q der rationalen Zahlen, wihrend die Polynome iiber [y, die ‘ganzen
Funktionen’ in Fy(x), an die Stelle der ganzen Zahlen treten. Hat man klassisch zu jeder
(positiven) ganzen Zahl m # 0 einen m-ten Kreisteilungskorper, so assoziiert man nun zu
jedem (normierten) Polynom M # 0 einen M-ten zyklotomischen Funktionenkorper.

Die Grundlage hierfiir legte schon 1939 Leonard Carlitz mit seiner Untersuchung einer ‘Klas-
se von Polynomen’, die er mit Wjs(u) bezeichnete, und die die Analoga zu den klassischen
Kreisteilungspolynomen darstellen. Bei ihm findet sich bereits die Rekursionsformel (in dieser
Arbeit 8.6(c)), die er als definierende Gleichung fiir die W (u) einfiihrt, und das Zerlegungs-
gesetz 9.1, das er ganz elementar beweist.

Im Jahre 1974 greift Hayes die Idee von Carlitz auf und bestimmt in den Paragraphen 3
und 4 seines Artikels [Ha] die unendlichen Primdivisoren sowie das Geschlecht des M-ten
zyklotomischen Funktionenkorpers, beides allerdings nur fiir den Fall, dal M die Potenz
eines irreduziblen Polynoms ist.

Ein Ziel dieser Diplomarbeit ist es, Hayes’ Untersuchungen auf beliebige Polynome M aus-
zudehnen (Sétze 9.1, 9.3(a)—(b), 9.4 und 10.2(a)) und dabei parallel fiir einen Teilkorper,
der klassisch dem maximalen reellen Teilkorper entspricht, durchzufiihren (Satze 9.3(c)—(d),
9.4(a), 10.2(b)—(c) und 10.4). In der Folge hiervon ist es uns moglich, im letzten Abschnitt ei-
ne Aussage iiber den Klassenzahlfaktor 4™, die Quebbemann [Qb] ebenfalls nur fiir Potenzen
irreduzibler Polynome formuliert hat, fiir beliebiges M zu zeigen (Satz 11.4).

Dies sind die wesentlichen Inhalte des dritten Teils. Die ersten beiden Teile, d. h. die Ab-
schnitte 1-6, sind als Vorbereitung hierzu zu sehen. In ihnen werden bekannte Tatsachen aus
der Bewertungstheorie und der Theorie der algebraischen Funktionenkorper aufbereitet und
zusammengestellt. Der/die mit diesen Themen vertraute LeserIn kann daher sofort bei Teil
III beginnen. Wir wollen auch iiber die ersten beiden Teile einen kurzen Uberblick geben.
Detailliertere Einleitungen finden sich zu Beginn der einzelnen Abschnitte.

In Teil T befassen wir uns mit (diskreten) Bewertungen beliebiger Korper und ihrem Zu-
sammenhang mit Dedekindringen (Abschnitt 1). Wir studieren das Wechselspiel zwischen
Galoisgruppe und Bewertungen in einer endlichen Galoiserweiterung (Abschnitt 2) sowie be-
sondere Eigenschaften vollsténdiger bewerteter Korper (Abschnitt 3).

Abschnitt 4 macht uns mit algebraischen Funktionenkérpern und Begriffen wie Divisor, Dif-
ferential, Adle und Geschlecht vertraut. Abschnitt 5 beschéftigt sich mit dem Geschlecht in
einer separablen Erweiterung von algebraischen Funktionenkoérpern. Mit Abschnitt 6, der die
Theorie algebraischer Funktionenkorper iiber endlichem Konstantenkorper entwickelt, ndhern
wir uns dann den in Teil III untersuchten zyklotomischen Funktionenkérpern.
Vorausgesetzt werden in dieser Arbeit algebraische Kenntnisse bis einschliellich Galoistheorie,
wie sie zumeist im Grundstudium vermittelt werden.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Quebbemann fiir die Vergabe des Themas,
das meinen personlichen Vorlieben sehr entgegenkam, sowie fiir die hervorragende und un-
ermiidliche Betreuung recht herzlich bedanken. Durch seine wertvollen Gedankenanstéfle und
standig neuen Fragestellungen hat er meine Arbeit wesentlich vorangetrieben.
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Notation

Ringe sind in dieser Arbeit stets kommutativ mit 1. Es bezeichnen a,b Elemente und I, J
Ideale eines Rings R. Wir verwenden die folgenden Schreibweisen.

R* Einheitengruppe von R.

Ra,aR,(a)  von a erzeugtes Ideal in R.

alb a teilt b in R.

1J Produktideal aus I und J.

IJ I teilt J, d. h. es gibt ein Ideal I’ von R mit IT" = J.
SI,1S von [ erzeugtes Ideal im Oberring S von R.

Max(R) Menge der maximalen Ideale von R.

Rmxn R-Algebra der m x n-Matrizen iiber R.

annp (M) Annihilatorideal des R-Moduls M

annp(x) bzw. des Elements x € M.

Aut(L/K) Automorphismengruppe der Korpererweiterug L/K.
Fix(L,G) Fixkorper der Untergruppe G < Aut(L) im Korper L.
char(K) Charakteristik des Korpers K.

KiKs Kompositum der Kérper K; und K in einem gemeinsamen Oberkorper L,
d. h. der kleinste Unterkorper von L der sowohl K als auch K5 enthlt.

Homyg (V,W) Algebra der K-Vektorraumhomomorphismen von V' nach W.

Endg (V) = Homg (V, V).

#A Anzahl der Elemente der Menge A.

B\ A Differenzmenge der Mengen B und A (B ohne A).

BA Menge aller Abbildungen aus der Menge A in die Menge B.
fla Restriktion der Abbildung f auf die Menge A.

i Kronecker-Symbol.
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Teil I
Bewertete Korper

1 Dedekindringe und Bewertungen

Dieser Abschnitt soll die wesentlichen Grundbegriffe der Bewertungstheorie — Ganzheit, Dis-
kriminante, Dedekindringe, Fortsetzung von Bewertungen — in der fiir diese Arbeit ben6tig-
ten Form bereitstellen. Die gesamte Theorie, wie sie z. B. bei [Jc] dargestellt ist, ist um einiges
allgemeiner angelegt und wiirde mit ihrer ganzen Herleitung zu viel Raum einnehmen. Wir
beschrianken uns daher auf die wesentlichen Aussagen und beziehen uns, wo es mdoglich ist,
auf die entsprechende Literatur.

Die Aussagen 1.1 bis 1.4 sowie 1.5(c) und (d) finden sich bei [Nk, pp. 6-13] wieder. Fiir den
Beweis zu 1.5(a) und (b) verweisen wir auf [L2, p. 65].

a. Ganzheit. Das Konzept algebraischer Groflen iiber einem Korper 148t sich auf Ringe
wie folgt tibertragen.

1.1 DEFINITION UND SATZ. Sei C/A eine Ringerweiterung. Ein Element € C heifst
ganz iiber A, falls § Nullstelle eines normierten Polynoms f € A[X] ist. Die Menge
B = {p € C : [ ist ganz iber A} heifit der ganze Abschlul von A in C. Falls
A = B ist, heif$t A ganz abgeschlossen in C. B ist ein Ring und ganz abgeschlossen in
C. FEin Integrititsring heiffit ganz abgeschlossen, wenn er ganz abgeschlossen in seinem
Quotientenkdrper ist.

BEISPIEL. Jeder faktorielle Ring ist ganz abgeschlossen.

1.2 SATZ. Sei A ein ganz abgeschlossener Integrititsring mit Quotientenkorper K, L/ K
eine endliche Korpererweiterung und B der ganze Abschluf$ von A in L.

(a) Jedes a € L liafst sich in der Form o = g mit B € B und a € A schreiben. Insbesondere
ist L Quotientenkdrper von B und B ganz abgeschlossen.

(b) Fir 8 € B ist das Minimalpolynom von (3 iber K in A[X].

(c) Fiir o € Aut(L/K) ist o(B) = B.

b. Diskriminante. Wesentliche Bedingung fiir die meisten Definitionen und Aussagen
ist die Separabilitéit der betrachteten Korpererweiterung. So auch bei den im folgenden ein-
gefiithrten Begriffen.

1.3 DEFINITION UND SATZ. Sei L/K eine separable Korpererweiterung vom Grad n. Die
K-Homomorphismen von L in einen gegebenen algebraischen Abschluf$ seien mit o1,...,0p
bezeichnet. Sei weiter (B, ..., [Bn) eine K-Basis von L, o € L beliebig und 5 ein primitives
Element von L dber K. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

(a) Sp/x(a) =371 0i(a) € K heifit Spur von a in L/K.
(b) Np/k(a):=1[L,0i(a) € K heifit Norm von a in L/K.
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(C) DL/K(ﬁla . ,ﬁn) = detQ(Uz‘(ﬁj))lgiJSn = det(SL/K(ﬁiﬁj))lgiJgn € K* heiﬁt DiSkI‘i—
minante von (f51,...,03,) in L/K.

(d) Dr/k(B):=Dr/k(1,0,... , 8" 1) heifit Diskriminante von 3 in L/K.

1.4 RECHENREGELN. Sei L/K eine separable Korpererweiterung vom Grad n, F ein Zwi-

schenkorper, a, 8 € L und a € K. Desweiteren sei A ein Unterring von K, ganz abgeschlos-

sen in K.

(@) Sp/k(a) =na und Ny k(a) = a".

(b) SL/K(ﬂ) = SF/K(SL/F(/B)) und NL/K(ﬁ) = NF/K(NL/F(/B))'

(c) Die Spur ist K-linear, d. h. Sy k(o + 8) = Sy k() + Sp/k(B) und Sy r(aff) =
GSL/K(5)~

(d) Die Norm ist multiplikativ, d. h. Ny g (aB) = Np g (a)Np/k(8)-

(e) Ist B ganz iber A, so ist Sp k(B), No/k(B) € A.

1.5 SATz. Sei A ein ganz abgeschlossener Integrititsring mit Quotientenkérper K, L/K
eine separable Korpererweiterung vom Grad n und B der ganze Abschluff von A in L. Seien
weiter (B, ..., 0n) und (B, ..., 0)) zwei K-Basen von L mit M := Ap1&---®AB, C M :=
ABi & - @ AB,.

(@) Dr/x(Br,---,0n) = aDpg(By,...,5,) fir eina € A.

(b) M = M' genau dann, wenn Dy k(B1,...,Bn) =eDr (B, ..., 0,) fir einc € A*.
(c) Sind B1,...,Bn € B, soistd:= Dpg(B1,...,8,) € Aund M C B C %M

(d) Ist A ein Hauptidealring, dann gibt es eine K-Basis (Y1, ...,%n) von L mit B = Ay, &

c. Dedekindringe. Dedekindringe werden in [Nk, pp. 19-24, 47-52] behandelt. Dort sind
die Satze 1.7 bis 1.10 bewiesen.

1.6 DEFINITION. Fin Integritdtsring A heifst Dedekindring, wenn gilt:

(a) A ist noethersch,
(b) A ist ganz abgeschlossen und

(c) jedes Primideal # 0 von A ist ein mazimales Ideal.
BEISPIEL. Jeder Hauptidealring ist ein Dedekindring.

1.7 SATZ. Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K, L/K endlich und separabel.
Dann ist der ganze Abschlufl von A in L ein Dedekindring.

Die wichtigen Eigenschaften eines Dedekindrings beziehen sich auf seine Ideale.

1.8 SATZ. Sei A ein Dedekindring.
(a) Jedes Ideal I # 0 von A hat eine eindeutige Darstellung
= ] P
PeMax(A)
mit ep € No, ep =0 fiir fast alle P € Max(A).
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(b) Die Ideale von A lassen sich invertieren, d. h. zu jedem Ideal I von A existiert ein Ideal
I' #0, so daf II' ein Hauptideal ist.
(c) Sind I,J C A Ideale von A, so gilt (‘Enthalten heifst Teilen’)

ID>J < I|J.

1.9 DEFINITION. Fir Ideale I1,I5 # 0 eines Integrititsrings A erkliren wir die Aquiva-
lenzrelation

I ~ Iy <— 3041,042 € A\{O} conl1 = asls

und bezeichnen die Aquivalenzklasse eines Ideals I # 0 mit [I]. Wegen der Nullteilerfreiheit
von A ist die Multiplikation von Aquivalenzklassen durch [I][J] := [I.J] wohldefiniert und
macht die Menge {[I] : I # 0 Ideal von A} zu einem Monoid (mit der Klasse [A] der
Hauptideale als Einselement).

Aus 1.8(b) ergibt sich als unmittelbare Folgerung:

1.10 SATZ UND DEFINITION. Sei A ein Dedekindring.

(a) Cl(A) :={[I] : I # 0 Ideal von A} ist eine Gruppe, die (Ideal)klassengruppe von
A.

(b) Ihre Ordnung h(A) := #Cl(A) heifst die (Ideal)klassenzahl von A.

d. Bewertungen.

1.11 DEFINITION. Unter einer diskreten Bewertung eines Kdorpers K verstehen wir eine
surjektive Abbildung v : K — Z U {oo} mit den Eigenschaften

(a) v(a) =00 <= a=0,

(b) v(ab) =v(a)+v(b), (d. h. v|g~ ist ein Gruppenhomomorphismus) und
(c) v(a+b) > min{v(a),v(b)},

wobei a,b € K. Dabei gelten fiir oo die tiblichen Rechenregeln.

Wie wir in 1.16 sehen werden, erhilt man jede diskrete Bewertung in der Form des folgenden
Beispiels, wenn man den Ring A geeignet wéhlt.

1.12 BEISPIELE.

(a) Sei A ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K und p € A ein Primelement. Jedes
a € K* hat eine Darstellung a = plg mitr,s € A, p | rs und eindeutig bestimmtem | € 7.
Durch vp(a) =1 (und vp(0) := oo0) wird eine diskrete Bewertung von K definiert. Man
nennt v, die p-adische Bewertung von K.

(b) Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K und P € Max(A). Jedes a € K* hat
eine Darstellung a = = mit r,s € A. Gemdfs 1.8(a) schreiben wir rA = PI und sA = P°J
mit Idealen I,J von A, P | IJ und d,e € Ny. Die Definition vp(a) := d — e ist von der
Wahl von r und s unabhdngig und liefert eine diskrete Bewertung von K. Man nennt vp
die P-adische Bewertung von K.

(c) Ein faktorieller Dedekindring ist ein Hauptidealring. Hier fallen die Bezeichnungen zu-
sammen, d. h. fir (p) = P ist v, = vp.
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BeEwEIs. (a) Die bei [Nk, p. 111f] fiir Z durchgefiihrten Uberlegungen lassen sich wie bei
[FJ, p. 14] auf einen beliebigen faktoriellen Ring iibertragen.

(b) Vgl. [Nk, pp. 71-73].

(c) Aufgrund einfacher Uberlegungen mithilfe von 1.8 und den Eigenschaften faktorieller
Ringe.

O

Zu 1.13-1.19 vgl. [FJ, pp. 12-14] und [Nk, pp. 70f, 122-127].

1.13 RECHENREGELN. Sei v eine diskrete Bewertung des Korpers K und a,b € K.

(a) v(1) =0.

(b) v(a) = v(-a).

(c) Ist v(a) # v(b), so ist v(a + b) = min{v(a),v(b)}.

1.14 DEFINITION UND SATZ. FEin Ring R # 0 mit nur etnem mazimalen Ideal heifit lokal.
Das mazimale Ideal eines lokalen Rings R ist P = R\ R*.

1.15 DEFINITION. FEin echter Unterring R eines Korper K heifit ein diskreter Bewer-
tungsring (von K), falls R ein lokaler Hauptidealring mit K als Quotientenkdrper ist.

1.16 SATz. Sei K ein Korper. Fir eine diskrete Bewertung v von K ist R, = {a €
K : v(a) > 0} ein diskreter Bewertungsring von K und P, := {a € K : v(a) > 0} sein
mazimales Ideal. Man hat eine Bijektion

{diskrete Bewertungen von K} <« {diskrete Bewertungsringe von K}

v — Ry,

wobei v = vp, die P,-adische Bewertung aus 1.12(b) ist.

Da wir es in dieser Arbeit ausschliefflich mit diskreten Bewertungen zu tun haben, wollen wir
der Kiirze wegen von nun an einfach von Bewertungen und Bewertungsringen sprechen,
auch wenn diese Begriffe tiblicherweise allgemeiner gefafit sind.

1.17 DEFINITION. Sei v eine Bewertung des Korpers K. Der Ring R, aus 1.16 heifit der
Bewertungsring und der Korper k, := R, /P, der Restklassenkérper zu v.

1.18 LEMMA. Sei A ein Dedekindring, P € Max(A) und v := vp die P-adische Bewertung
auf dem Quotientenkdrper von A. Dann ist P = P, N A und die kanonische Einbettung

AP — ky
a+P — a+ P,

ein Korperisomorphismus.

Der folgende Satz ist in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung des chinesischen Restsatzes
und findet seine Anwendung auch in dhnlichen Situationen.

1.19 APPROXIMATIONSSATZ. Seien vi,...,0, paarweise verschiedene Bewertungen des
Korpers K, ay,...,an, € K und my,...,my, € Z. Dann ¢ibt es ein o € K mit

vilae —a;) >m; Vi=1,...,n.

Mithilfe von 1.13(c) lassen sich sogar Gleichheitszeichen erreichen.
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e. Fortsetzungen.

1.20 DEFINITION. Sei L/K eine Korpererweiterung und v eine Bewertung von K. Eine
Bewertung w von L heifst eine Fortsetzung von v nach L (in Zeichen w/v), wenn ein
e € N ezistiert mit w|x = ev. Die Zahl €y/y = € heifit der Verzweigungsindex von w
iiber v. Die kanonische Injektion k, — ky,a + P, — a + P, fassen wir als Inklusion auf.
Dabei heift fy, ), := [kw : ky] der (relative) Restklassengrad von w iiber v.

Die wesentlichen Resultate iiber Fortsetzung von Bewertungen lassen sich [Ws, pp. 21-27, 54,
67] entnehmen. Es sei versichert, dafl auf die dort verwendeten Methoden der Komplettierung,
die wir erst in Abschnitt 3 einfithren werden, verzichtet werden kann. Eine Anleitung fiir einen
elementaren Beweis des folgenden zusammenfassenden Satzes gibt uns [FJ, pp. 14f, 25].

1.21 SaTz. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung vom Grad n.

(a) Jede Bewertung von L setzt genau eine Bewertung von K fort.

(b) Jede Bewertung von K hat mindestens eine und nur endlich viele Fortsetzungen nach
L

(c) Sind wy,...,w, simtliche Fortsetzungen einer Bewertung v von K nach L, so gilt die
fundamentale Ungleichung

r
Z ewi/vfwi/'u <n.
1=1

1.22 DEFINITION. Sei L/K endlich vom Grad n und v eine Bewertung von K mit Fort-
setzung w nach L. w/v heifit

e unverzweigt, falls e/, = 1 ist.

e zahm verzweigt, falls k,/k, separabel ist und char(k,) nicht e, teilt.

e total verzweigt, falls e,,/, = n ist.

e trége, falls f,/, =n ist.
v heifit unverzweigt bzw. zahm verzweigt bzw. total verzweigt bzw. trige in L/K,
falls alle Fortsetzungen von v nach L unverzweigt bzw. zahm verzweigt bzw. total verzweigt

bzw. trige iber v sind. v heif§t total zerlegt in L/K, falls v genau n Fortsetzungen nach
L hat.

Die im folgenden Satz beschriebene Korrespondenz zwischen den Fortsetzungen einer P-
adischen Bewertung und der Zerlegung von P im Erweiterungskorper ist bei [Jc, pp. 614-618]
besprochen.

1.23 SATz. Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K, L/ K eine endliche, separable
Erweiterung vom Grad n, B der ganze Abschluff von A in L (ein Dedekindring nach 1.7)
und P € Max(A). Wir schreiben

T
rB=]]er
i=1
mit r,e; € N und paarweise verschiedenen Q; € Max(B) gemdf 1.8(a). Der Kérper Zf::
A/P ist auf natiirliche Weise in den Kérpern B; := B/Q; enthalten. Wir setzen f; := [B; :
Al.
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(a) Die Bewertung v := vp hat genau die r Fortsetzungen w; := vg, nach L mit €uw; Jv = €i
und fu, 0 = fi firi=1,...,r.
(b) Es gilt die fundamentale Gleichung

r

Z eifi =n.

i=1
(c) Ist speziell A= R, so ist Max(B) = {Q1,...,Qr} und B =(),_; Ru,.
Der folgende Satz, den wir bei [L2, pp. 27—29] wiederfinden, gibt uns ein Verfahren an die

Hand, um das Fortsetzungsverhalten von Primidealen (sprich Bewertungen) in vielen kon-
kreten Situationen explizit zu bestimmen.

1.24 SaTz (EXPLIZITE FAKTORISIERUNG). In der Situation von 1.23 existiere ein 3 € B
mit B = A[f]. Sei ® € A[X] das Minimalpolynom von 3 iber K und ¢ := ® € A[X] das
modulo P reduzierte Polynom. Wir schreiben ¢ = ©|"* -7 mit s,m; € N und paarweise
verschiedenen normierten, irreduziblen ¢; € A[X] und wéihlen ®; € A[X] mit ; = ®;. Dann
ist r = s und nach eventueller Umordnung Q; = PB + ®;(8)B, e; = m; und f; = grad ;.

Wir stellen nun noch einige spezielle Hilfsmittel bereit, die wir im dritten Teil der Arbeit
h#ufiger benttigen werden. Um Diskriminanten zu berechnen, bedient man sich héufig der
folgenden Rechenregel.

1.25 LEMMA. Sei L/K eine separable Kdrpererweiterung vom Grad n mit 3 als primitivem
Element und ® das Minimalpolynom von (B tiber K. Dann ist

Dp/k(B) = (_1)n(n71)/2NL/K(<I)I(ﬂ))'

BEWEIS. Seien o71,...,0, wie in 1.3. (Uz‘(ﬁjfl))lgxn ist die Vandermondesche Matrix in
o1(08),...,on(B), also gilt -

Dpg(B) = det? (Ui(ﬁj_l))lgi,jgn
= [1(e;(8) = 0i(8))?

1<J
= (=1)"D2T(05(8) - ai(B)).
i#]

Wir schreiben @ = [ (X — 0;(3)), dann ist nach der Produktregel ®'(8) = [[,_4q, (6 —
a(f)), also

Nk (2'(8)) = H o;(@'(8) =] (0(8) = (50)(B)) =

Als spezielle Anwendung von 1.24 wollen wir eine hiufig anzutreffende Situation untersuchen.

1.26 LEMMA. Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K, L/K endlich, separabel
und B der ganze Abschlufi von A in L. Ist L = K(B) fir ein 8 € B und Dy, (3) € A%, so
ist B = A[B] und fir alle P € Max(A) ist vp unverzweigt in L/K.
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BeEwers. B = A[fj] folgt direkt aus 1.5(c). Sei ® € A[X] das Minimalpolynom von (3 iiber K
und L’ ein Zerfillungskorper von @ iiber K, der L enthilt (normale Hiille von L/K), dann
ist L'/K galoissch und die K-Homomorphismen von L nach L’ sind die Abbildungen o’|f,
mit o’ € G’ := Aut(L'/K). Sei P € Max(A) und w’ eine Fortsetzung von v := vp nach L'.
Wir bezeichnen mit — die kanonische Restklassenabbildung R, — k, bzw. R, — ky, die wir
auch auf die Polynomringe fortsetzen, und schreiben

o= [] (x-d'(9)

o'eH’

fiir eine geeignete Teilmenge H' von G'. Da o’() fiir alle o/ € G’ ganz iiber R, ist, kénnen
wir zu Restklassen iibergehen und erhalten eine Zerlegung

o= [[] x-0(B)

o'eH’

in Linearfaktoren aus k.. Wegen

+ [[ @B —7(B)=Drx(B) € A* C R, C R,
Gk

ist o/(8) — 7'(B) ¢ P, fiir alle o/,7" € H' mit o’ # 7/, d. h. ® hat in k,s keine mehrfa-
chen Nullstellen. Daher zerfillt ® in lauter verschiedene irreduzible Faktoren aus k,[X]. Das
bedeutet nach 1.24 gerade, dafl v unverzweigt in L'/ K ist. O

Mithilfe der vorigen beiden Lemmata kann das Fortsetzungsverhalten ‘gewisser’ Bewertungen
in einer Radikalerweiterung bestimmt werden.

1.27 BEISPIEL. Sei v eine Bewertung des Korpers K und L = K(f) mit " = a € K,
v(a) = 0 und char(ky) | n. Dann ist v unverzweigt in L/ K.

BeEWwEIS. Man beachte, daf8 char(K) = 0 oder char(K) = char(k,), also nX"1 # 0 ist.
Daher ist L/K separabel. Sei B, der ganze Abschlufi von R, in L. Da a € R, ist, sind 5 und
B! ganz {iber R,, also 8 € B. Sei ® € R,[X] das Minimalpolynom von 3 iiber K. Nach
dem Lemma von Gauf existiert ein ¥ € R,[X] mit

X" —a=oV.
Differenzieren und Einsetzen von ( ergibt
'(B)V(8) =np""" € By,
also
Np k(@' (B)) N/ (¥(8)) = Npje(nB*™') € BiNK = R;,.

Da sowohl Ny /i (®'(3)) als auch Ny /x (¥(8)) € R, ist, folgt Dy (3) = =N,k (P'(0)) € R;.
|
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2 Galoiserweiterungen

In einer endlichen Galoiserweiterung ist das Fortsetzungsverhalten von Bewertungen beson-
ders schon. Darauf wollen wir hier ndher eingehen. Die getroffenen Aussagen sind iiblicher-
weiser unter dem Stichwort ‘Galoisidealtheorie’ bekannt. Wir folgen im wesentlichen [L2, p.
12-18].

In diesem Abschnitt sei L/K eine endliche Korpererweiterung und v eine (feste) Bewertung
von K. Mit W wollen wir die Menge der Fortsetzungen von v nach L bezeichnen.

2.1 BEMERKUNG. Seiw € W.

(a) Ist L/K normal, so auch die Restklassenkdrpererweiterung ky /ky.
(b) Fiir o € Aut(L/K) ist w” :=woa € W mit eyo sy = €y Und frpo 1y = frn/o-

BEWEIS. (a) Sei a € ky, und ¢ € k,[X] das Minimalpolynom von « {iber k,. Wir bezeichnen
mit ~ die kanonische Restklassenabbildung R, — k, bzw. R,, — k,, die wir uns auch auf
die Polynomringe R,[X] bzw. R, [X] fortgesetzt denken. Nach 1.23(a) und 1.18 kénnen wir
o =a = a+ P, schreiben mit einem iiber R, ganzen a € L. Sei f das Minimalpolynom von
a iiber K. Da L/K normal ist, zerféllt f in Linearfaktoren aus L[X]:

f= H(X—ai) mit a; € L.

Da f nach 1.2(b) aus R,[X] ist, sind alle a; ganz iiber R,. Offenbar ist o Nullstelle von
f=TL,(X —a), also gilt ¢|f, und ¢ zerfillt in Linearfaktoren aus kq,[X].

(b) w? € W ist klar. Sei t € K mit v(¢) =1, dann ist

Cwo fv = w (t) = w(o(t)) =w(t) = Cw /-
Weiter ist

Ry,o — Ry

a — o(a)
ein Ringisomorphismus mit o(Pye) = P, und o|g, = idpg,, also
kwe — ku

a+ Py — o(a)+ Py

ein ky-Isomorphismus und daher f,o/,, = [kwe @ ko] = [kw : ko] = fu)o-
O

2.2 SATZ UND DEFINITION. Sei L/K galoissch mit Gruppe G, w € W, € := ey /y, [ 1= fu)o

und Gy := Aut(ky/ky).

(a) Es gilt W = {w’ : o € G}. Daher ist ez, = e und fg,, = f fir alle ® € W und
[L: K] =ef#W.

(b) G, :={0 € G : w = w} ist eine Untergruppe von G. Sie heifst die Zerlegungs-
gruppe von w iiber v und der zugehorige Zwischenkérper L, := Fix(L,G,,) der Zerle-
gungskoérper von w iiber v.
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(c) Ist w™ die Bewertung von Ly, mit w/w™, so ist w die einzige Fortsetzung von w™ nach
L und fy,-/, = 1.
(d) Firo e Gy, ist
ko — kuy
a+ P, +— o(a)+ Py,

ein ky-Automorphismus von ky,.

Ow *

(e) Der Gruppenhomomorphismus
G, — Gy
o = Oy
ist surjektiv. Sein Kern G, wird als die Trigheitsgruppe und L} := Fix(L,G})) als der
Tragheitskorper von w iiber v bezeichnet.

BEWEIS. (a) Angenommen, es gibt ein @ € W mit w # w? fiir alle ¢ € G, dann ist auch
wT # w? fur alle 0,7 € G. Nach 1.19 existiert ein o € L mit
w’(a) > 1 VYo e Gund
W (a—1) > 1 VoegG.

Fiir a := N/ (a) folgt einerseits
ew/vv(a) = Z wa(a) >0,
oeG
andererseits ist w7 (a) = 0 fiir alle ¢ € G nach 1.13, also
ep/v(a) = Z W (o) = 0.
oeG
Dies ist ein Widerspruch. Der Rest der Behauptung folgt aus 2.1(b) und 1.23(b).
(b) Nur nachrechnen.
(c) Sei w ebenfalls eine Fortsetzung von w~. Dann existiert, da L/L; galoissch ist, nach (a)

ein 0 € Aut(L/L,,) mit w = w?. Wegen Aut(L/L,) = G, ist aber w’ = w.

w

Nun zum zweiten Teil der Behauptung. Sei B~ der ganze Abschlufi von R, in L, (ein Dede-
kindring nach 1.7) und Q~ := P,- N B~ das maximale Ideal von B~ mit w™ = vo- geméf
1.23(a). Nach 1.18 geniigt es, zu zeigen, daf die kanonische Einbettung
k, — B /Q”
a+P, — a+Q"
surjektiv ist. Sei also § € B™. Fiir 0 € G bezeichne w?~ die Bewertung von L, mit w’/w? .

Da w die einzige Fortsetzung von w™ nach L ist, ist w?~ # w™ fiir alle 0 € G \ G,. Folglich
existiert nach 1.19 und 1.23(c) ein @ € B~ mit

(1) w(a—p) > 0 und

(2) w' (a—1) > 0 VoeG\G,.

Dann haben wir a := NL;/K(O‘) € R,. Nach Galoistheorie ist {0, - : o € G} die Menge der
K-Homomorphismen von Ly, nach L und o[- =id;- <= o € G, daher

a:aHU(a) mit H C G\ G,,.
ocH
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Mit (1) und (2) folgt a = 3 (mod Py), wegen a,3 € B~ alsoa+ Q™ =8+ Q.
(d) Folgt aus dem Beweis von 2.1(b).
(e) Sei w™ die Bewertung von L, mit w/w~. Nach (c) ist Gy = Aut(ky/ky-). Wir be-
zeichnen mit — die Restklassenabbildung R,, — ki bzw. R,- — k,-, die wir auch auf die
Polynomringe fortsetzen. Nach dem Satz von Artin ist k,, galoissch iiber k' := Fix(ky, Gy)
und k,,~ C k’. Wir schreiben k,, = k’(@) mit a € Ry, und das Minimalpolynom f von a iiber
L,, in der Form

f= H (X —o(a)) mit H C G,,.

oceH

Da nach (c) und 1.23(c) auerdem R,, der ganze Abschlufl von R, - in L ist, gilt

f e Ry-[X]
und

o(a) € R, Vo€ H.
Sei nun ¥ € G,, beliebig. Da mit @ auch (@) Nullstelle von

F=1I (x=o(@) = [T (X - 5u(@) € ku-[X] C K[X]

ocH oeH
und ¢ durch ¥ (@) eindeutig bestimmt ist, folgt ¢ = 7, fiir ein o € H.
O

2.3 DEFINITION. st in Teil (e) des vorigen Satzes #k, =: q endlich, so wird G, bekanntlich
erzeugt von dem Frobeniusautomorphismus ¢, /, mit (pw/v(a) = ol fir alle o € ky,. Jedes
o € G, mit Ty = Py, heifit ein Frobeniusautomorphismus von w tiber v.

Sei im folgenden L/K abelsch, d. h. galoissch mit abelscher Galoisgruppe G. Dann verein-
facht sich die Sache noch weiter.
2.4 BEMERKUNG UND DEFINITION. Fir w,w € W gilt
(a) Gy =Gy,
(b) G =G.
Wir konnen also G~ := G, und GT := G, fiir beliebiges w € W setzen. G~ heifst Zer-
legungs-, G* Trigheitsgruppe, L~ := Fix(L,G™) Zerlegungs- und Lt := Fix(L,G")
Trigheitskérper von v in L/K.

BeEweIs. Nach 2.2(a) ist w = w” fiir ein 7 € G.

(@)oeG, = w=uvw = w=vw =w"7 =w?=u" = o€ Gj. Ungekehrt
analog.
(b) Sei o € G~ =G, = G. Nach Beweis von 2.1(b) gilt
oy =id, <= VB € Ry :B—0(B) € Py
& VB€ Ry :7(B) —a(r(B) =7(6—a(B)) € Pu
< VYa€R,:a—ola)eE P,
= Oy =idg,,

also 0 € G < o€ Gy.
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|

Die Rechtfertigung der Begriffe ‘Zerlegungskorper’ und ‘Trégheitskdper’ liefert der folgende

Satz.

2.5 SATZ. Bezeichnet W~ bzw. W die Menge der Fortsetzungen von v nach L™ bzw. L™,

so gilt:

(a) [L™ : K] =#W~ =#W, d. h. v ist total zerlegt in L~ /K und iber jedem w~ € W~

liegt nur ein w € W.

(b) FirweW,wr e Wt w™ € W~ mit w/w" /w™ /v ist wh /w™ trige und w/w* total

verzweigt.

Zusammengefaf$t: fu,n = furt ju- = [L*: L] und Cwfv = Cujuwt = [L: Lt] = #G™*.

BEWEIS. (a) Wir betrachten fiir festes w™ € W~ die Abbildung
G/IG- — W~

oG~ — w oo.

Sie ist wohldefiniert und injektiv, denn fiir die Fortsetzung w € W von w™ und o,7 € G gilt

(unter Beachtung von 2.2(c) bei der dritten Aquivalenz):

—1
cGT =17G7 <— o lre G- <— w=w"?

< w =w o(rol) & w oo=w o

Sie ist surjektiv nach 2.2(a) angewendet auf L~ /K. Also gilt
L™ K] = #(G/G™) = #W~.

Nach 2.2(c) ist #W ™~ = #W.

(b) Nach 2.2(e) ist Aut(ky/ky) ~ G~ /G™, also

(1) fuwp=I[L":L7].

Wenden wir 2.2(e) auf die Erweiterung L/L™" an, so ergibt sich, da§ der Gruppenhomomor-

phismus
Gt — Aut(ky/kyt)
o Ty
surjektiv ist und den Kern G hat, daher ist
(2)  fujwr =1
Aus (a), (1), (2) und 1.23(b) folgt die Behauptung.

Zum Schlufl wollen wir noch einmal zu der Situation aus 2.3 zuriickkehren.

2.6 BEMERKUNG UND DEFINITION. Sei v unverzweigt in L/K und #k, = q endlich. Dann

gibt es genau ein o € G™ mil Ty = @y, fir ein und fir alle w € W. Dieses o heif§t der

Artinautomorphismus von v in L/K. Desweiteren ist G~ = (o) zyklisch und f, die

Ordnung von o in G.
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BEWEIS. Seien w,w € W. Nach 2.5 gilt
ey =1 G =1,

also existiert nach 2.2(e) ein eindeutig bestimmtes o € G~ mit G, = ¢y/,. Dieses o ist
unabhéngig von der Wahl von w. Wir kénnen ndmlich wieder @ = w™ mit 7 € G schreiben
und wie im Beweis von 2.4(b) folgern, daf}

VB € Ry : 1 —0(B) € Py
VB € Ry < (1(8))? —o(r(8)) = (8 — 0(B)) € Pu
Va € Ry :af —o(a) € Py,

Ow = Pw/v-

O = P /v

1117

G~ = (o) ist klar nach Gruppentheorie. Aus 2.5 folgt

fw/v = [L+:L7] - [LLi] =#G~ :#<0>

3 Komplettierung

In der Analysis wird der Korper der reellen Zahlen hiufig als Vervollstiandigung des Korpers
der rationalen Zahlen beziiglich des gewohnlichen Absolutbetrages charakterisiert. Dieses
Konzept 148t sich verallgemeinern. Die Theorie der sogenannten ‘lokalen Korper’ ist Anfang
dieses Jahrhunderts entwickelt worden. Sie ist entstanden aus dem Versuch, die Laurent-
Reihenentwicklung aus der Funktionentheorie zunéchst auf die rationalen Zahlen (p-adische
Zahlen), dann auf beliebige Korper zu iibertragen. Wir wollen hier nur die fiir diese Ar-
beit benttigten Hilfsmittel bereitstellen. Eine breitere Darstellung der Theorie findet sich
beispielsweise bei [Sr| oder [Cs].

3.1 DEFINITION. Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Fin Absolutbetrag auf
K ist eine Abbildung

[[: K — Ry
mit den Eigenschaften
e la|=0 < a=0,
o la+b| < la] +[b] und
o |abl = |af |b|
fir a,b € K. Ist || ein Absolutbetrag auf K, so nennen wir eine Abbildung
[V —Ry

eine | |-Norm auf V', wenn fir alle a € K und z,y € V gilt:

o |z]| =0 <= =0,
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o lz+yll <l +llyll und
o [laz|| = lal [|=]].

Zwei | |-Normen || || und || || auf V heifen dquivalent, falls m, M > 0 ewistieren mit
m|z| < |lz|| < M||z|| fir alle x € V.

3.2 BEMERKUNG UND DEFINITION. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, | | ein Abso-
lutbetrag auf K und || || eine | |-Norm auf V.
(a) Ist V =K, soist || || = A | mit A > 0.
(b) Durch d(x,y) := ||z — y|| fir x,y € V wird eine Metrik auf V erklirt. Die Begriffe
Nullfolge, Cauchy-Folge, Konvergenz, Vollstindigkeit werden wie iblich definiert.
(c) Ist v eine Bewertung von K und p > 1, so wird durch |a|, := p~*@ fir a € K ein
Absolutbetrag auf K definiert, der die stirkere Dreiecksungleichung
|a + 0], < max{|al,, [b], }
fir a,b € K erfillt. Die Konvergenz beziiglich | |, ist von p unabhingig, denn fiir eine Folge
(an)peny mit an € K gilt
lan], = 0 <= v(an) — oo.
Man spricht daher von Konvergenz, Vollstdndigkeit etc. beziiglich v.

(d) Ist || ||" eine weitere | |-Norm auf V', die zu || || dquivalent ist, so ist die Menge der
| I-Nullfolgen gleich der Menge der || ||'-Nullfolgen, also stimmen die Begriffe aus (b) fiir
beide Normen tberein.

(e) HatV eine endliche K-Basis (e1,...,e), so wird durch

r r
E el = E |CEZ’, z; € K,
i=1 1 =l

eine | |-Norm auf V' definiert. Ist (K| |) vollstindig, so auch (V.|| ||;)-

BEWEIS. (a)—(d) Einfaches Nachrechnen.
(e) Sei (x("))neN eine Cauchy-Folge in (V|| ||;). Wir schreiben 2™ = 377, 2™e; mit 2™ €

i i
K, dann ist (ajgn)) N eine Cauchy-Folge in (K,||) fir 1 < i < r. Wir setzen nun z; :=
ne
lim,, o0 xin) und zeigen, daf3 (ac("))neN beziiglich || ||, gegen x := ) . x;e; konvergiert. Sei

€ > 0. Nach Definition der x; existiert ein n; € N mit
€
|x§n) -z < = Vn>n,.
T

Fir n > ng := max{n; : 1 <i <r} gilt somit

2™ — 2, =3 ol — | <e.
=1

|

Der folgende Satz scheint zunéichst aus der Analysis bekannt zu sein. Man beachte jedoch,
dafl wir es mit beliebigen, i. a. nicht geordneten Korpern zu tun haben und der Beweis aus
der Analysis daher nicht einfach kopiert werden kann. Wir haben uns hier an [L1, p. 409]
orientiert.
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3.3 SaTz. Sei (K,||) vollstindig und V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Dann
sind alle | |-Normen auf V' dquivalent.

BEWEIS. Sei (ey,...,e,) eine K-Basis von V, || ||; wie in 3.2(e) und || || irgendeine | |-Norm auf
V. Es geniigt zu zeigen, daf || || Aquivalent zu || ||, ist. Wir setzen M := max{||e;|| : 1 < < r},
dann gilt fiir beliebiges x := ), x;e; € V mit x; € K, daB ||| = [|>; zes]| < D2, x| [|ei]| <
MY, |zi| = M|z, ist. Also haben wir

@) < M ;-

Bleibt zu zeigen, dafl umgekehrt fiir jede Folge (x(") )n oy aus Vogilt:

lim [|z™] =0 = lim [|z™)|, = 0.

n—oo n—oo
Wir beweisen dies durch vollsténdige Induktion nach r. Fiir r = 1ist || || = ||e1]| | ||;, also die
Aussage klar. Sei r > 1 und (x("))neN Nullfolge beziiglich || || mit z(™) = ixgn)ei, :rgn) e K.

Angenommen (||33(")H1)n cn ist keine Nullfolge, dann ist eine Koeffizientenfolge, o. B. d. A.
(ﬁn)) keine Nullfolge. Wir kinnen (nach eventuellem Ubergang zu einer entsprechenden
ne

Teilfolge) schliefen, dafl e > 0 existiert mit

|a:§n)| >e VneNlN.

Es folgt % — 0, also gilt fiir
T1
T x(n) I
Y = G EW = P Kre v,
i=2 T i=2
daf

(2)  lim [ly™ + ef| = 0.

Insbesondere ist (y("))n <y Cauchy-Folge in (W, || [|), also nach Induktionsvoraussetzung Cau-

chy-Folge in (W,]| ||;). Nach 3.2(e) konvergiert (y("))neN gegen ein y € W beziiglich || ||; und
nach (1) auch beziiglich || ||. Dies ist ein Widerspruch zu (2), da e; ¢ W ist. O

Der folgende wichtige Satz ist nun eine leichte Folgerung.

3.4 Satz. Sei L/K endliche Kiorpererweiterung und K vollstindig beziiglich einer Bewer-
tung v. Dann hat v genau eine Fortsetzung w nach L, und L st vollstindig beziiglich w.

BEWEIS. Existenz nach 1.21(b). Seien w; und ws Fortsetzungen von v nach L und e; := e, /,,.
Wir wihlen p,0; > 1 mit p = o;" und setzen | | :=| |, := p~ " und || ||, :
3.2(c). Dann ist

= | |y, = 0; ** gemif

—e;v(a) _—w;(b
@ ® = |a |Jo],

”asz =0; 7
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fur alle a € K, b € L, also || |, eine | [-Norm auf L. Da w; nach 1.16 bestimmt ist durch
Ry, ={be L: (|b"|;),cy ist keine Nullfolge},
folgt nach 3.3 und 3.2(d), dafl wy = wy ist. Die zweite Aussage ergibt sich dann mit 3.2(e). O

3.5 KOROLLAR. Sei L/K endlich, K wvollstindig beziiglich der Bewertung v und w die
Fortsetzung von v nach L. Ist f € K[X] ein irreduzibles Polynom mit Nullstellen o, 3 € L,
so gilt w(a) = w(f).

BEWEIS. Sei o. B. d. A. L/K normal, dann ist § = o(a) fiir ein 0 € Aut(L/K). Wegen
2.1(b) und dem vorhergehenden Satz ist w = w?, also folgt die Behauptung. O

In den meisten praktischen Anwendungen, wie auch in Teil III dieser Arbeit, sind die be-
trachteten Korper leider nicht vollsténdig. Doch dagegen kann man etwas tun.

3.6 DEFINITION. Sei K ein Kdorper mit einem Absolutbetrag | |. Ein Oberkérper K von K

mit einem Absolutbetrag || ||, der auf K mit | | ibereinstimmt, heifit Komplettierung von
K (beziiglich | |), falls gilt:

(a) (K,|| ||) ist vollstindig, und
(b) K liegt dicht in K.

Die Existenz und Eindeutigkeit der Komplettierung wird gesichert durch den folgenden Satz.
3.7 SATz. Sei || ein Absolutbetrag auf dem Kérper K. Die Menge der | |-Cauchy-Folgen

bzw. | |-Nullfolgen bezeichnen wir mit C bzw. N.

(a) C ist (bei gliedweiser Addition und Multiplikation von Folgen) ein kommutativer Ring,
N ein mazimales Ideal von C.

(b) Auf dem Kérper K := C/N wird durch
[(an)nen + N = lim.[a|

fiir (an),en € C ein Absolutbetrag auf K definiert. Die kanonische Einbettung
K < K
a — (a),en+N

fassen wir als Inklusion auf.

(c) (K,| ) ist vollstindig.

(d) K liegt dicht in K.

(e) Ist K ebenfalls eine Komplettierung von K, so ist die Abbildung

K — K
(@n)nen + N = lim an

ein K-Isomorphismus.
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BEwEIS. (a) Ring- und Idealeigenschaften folgen mit den iiblichen Abschitzungen bei Sum-
men und Produkten von Folgen. Bleibt zu zeigen, dafl N' maximal, d. h. C/N ein Korper ist.
Sei (an) ey € C\ N. Dann existiert ¢ > 0 und ein ng € N, so da8 |ap,| > 2¢. Wihlen wir
no dabei geniigend grof}, so haben wir noch |a,, — an| < ¢, also |ay| = |an, — (any — an)| >
lany| — |an, — an| > € fiir alle n > ng. Setzen wir b, := 1/a, fir n > ng und b, := 0 fiir
n < ng, so ergibt sich

a/m_azn —
< e 2ap — am| Vm,n > ng,

|bn - bm| =

QnGm

also (bn),cny € C, und wegen a, b, = 1 fiir alle n > ng:

(an)nen (Bn)pey =1 (mod N).

(b) Man beachte, dafl R vollstindig, also lim, .. |a,| definiert ist. Die Eigenschaften des
Absolutbetrags sind leicht zu verifizieren. Klar ist, dafl bei der angegebenen Einbettung || ||
auf K mit | | iibereinstimmt.

(c)—(e) Geht wie bei der Komplettierung von Vektorrdumen in der Funktionalanalysis oder
bei der Konstruktion von R aus Q.

a

3.8 DEFINITION UND SATZ. Mit den Bezeichnungen aus 3.7 sei speziell | | = ||, = p™*
mit einer Bewertung v von K und p > 1 wie in 3.2(c). K heifit dann die Komplettierung
von K nach v. Durch

0((an)pey +N) == lim v(ay)

n—oo

Uur (an € C wird eine (kanonische) Fortsetzung von v nach K definiert, so da =
neN
||, = p~? ist. Ferner gilt

Cojv = fﬁ/v =1

BEWEIS. Sei (a,),cny € C und a := (ay),cy+N. Fiir a = 0 ist lim, o0 v(an) = 00. Ist a # 0,
so ist limy, oo |an| > 0, und da {p™™ : m € Z} in R* keinen Héufungspunkt hat, existiert
ein ng € N, so dafl v(a,) = v(ap,) ist fiir alle n > ng. Daher ist lim,,_.oc v(an) = v(ap,) € Z.
Die iibrigen Bewertungsaxiome, || || = p~? sowie e, /v = 1 sind klar. Bleibt noch zu zeigen,
dafl die kanonische Einbettung

RU/PU — R{,/P@
a+ P, — a+P@

surjektiv ist. Sei a = (an),cy + N € Ry. Da (an), oy Cauchy-Folge ist, existiert ein n; € N,
so daf} |a, — an,| < 1, d. h. v(a, — an,) > 0 fiir alle n > ny gilt. Nach Definition ist dann

v ((an — Gny )pen +N) >0,

d. h. o —ayn, € Py, und wegen o € R; ist an, € Ry N K = R,,. O
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3.9 BEISPIEL. Sei k ein Korper und t eine Unbestimmte tiber k. Die Komplettierung des
rationalen Funktionenkdrpers k(t) nach der t-adischen Bewertung v := vy wird mit k((t))
bezeichnet.

(a) Fiir eine beliebige Koeffizientenfolge ag, a1, ... € k ist die Folge (x5),cy, der Partial-
summen x, = Y r_oa;it’ € k[t] eine Cauchy-Folge beziiglich v. Ihr Grenzwert x in k((t))
wird mit > o0 o ant™ bezeichnet. Ist an, = 0 fir alle n > ng, so ist v = > 00 a;t’ € k[t].
Ferner gilt

r=0 <« VYneNy:a, =0,

also sind die a,, durch x eindeutig bestimmd.
(b) Die Menge

E[[t] = {iant" tap €kVne No}

n=0
ist ein Unterring von k((t)) und heift der (formale) Potenzreihenring iiber k. Das
Produkt zweier (formaler) Potenzreihen ist gleich ihrem Cauchy-Produkt.

(c) Es gilt
R, = {ch € k(t) : f,g €klt], g(0) # 0} C kl[[t]]-

(d) Firqek undr €N gilt beispielsweise
1 (o]
_ Z qrntrn'
1—(qt)" =
Bewels. (a) Fir m <n ist

n
v(Tp — Ty) =0 ( Z aiti> > m,
i=m-+1

also ist (77,),cy, eine Cauchy-Folge beziiglich v. Die zweite Aussage ist offensichtlich. Bei
der letzten Behauptung ist nur die Richtung von links nach rechts zu zeigen. Sind nicht alle
an = 0, so wihlen wir ng € Ny minimal mit a,, # 0. Dann ist v(x,) = ng fiir alle n > ny,
also ist (7n),,cp, keine Nullfolge.

(b) Seien z = > 7 jant™, y = Y o7 bat™ € k[[t]] zwei (formale) Potenzreihen und z :=
fozo cpt™ mit ¢, = Zl +i=n a;bj ihr Cauchy-Produkt. Fiir die n-ten Partialsummen x,,, ¥,
und z,, gilt v(zpyn — 2,) > n, also folgt

zy = lim z,y, = lim z, = z.
n—oo n—oo
Die iibrigen Ringeigenschaften sind klar.

(c) Sei £ e R, mit f =37 fit', g =37 g5t € k[t], fi,g; € k, dann kénnen wir durch
Auskiirzen gg # 0 erreichen. Setzen wir aulerdem f; = 0 fiir ¢ > m und g; = 0 fiir j > n, so

konnen wir

1 i
a; = —(fi =Y gjaij)
90 )
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fir ¢+ = 0,1,2,... rekursiv berechnen und z := Yoo a;t" definieren. Wir erhalten f; =
Z}:O gja;—; fiir alle i € Ny, also

f = ZZgjai,jt’ = Z Zgjai,jtl = gx

=0 j=0 j=0 i=j
(d) Wegen

00 00
1 _ qt Z qrntrn Z qrntrn _ Z qrntrn -1
n=0 n=1
d

Um die Methode der Komplettierung auf eine Erweiterung von nicht vollstdndigen Koérpern
anwenden zu konnen, miissen wir wissen, in welchem Verhéltnis sie zur Erweiterung der
vervollstandigten Korper steht. Den Zusammenhang beschreibt der folgende Satz.

3.10 SATz. Sei L/K endlich, v eine Bewertung von K und w eine Fortsetzung von v nach
L, K bzw. L die Komplettierung von K bzw. L nach v bzw. w, schliefilich v bzw. w die
kanonische Fortsetzung von v bzw. w nach K bzw. L aus dem vorigen Satz. Dann ist K auf
natiirliche Weise in L enthalten. Auflerdem gilt:

(a) @ ist die einzige Fortsetzung von © nach L, /o = Cwfo UNd fir5 = fu)v-
(b) L =KL.

BEWEIS. Wir bezeichnen mit M bzw. N die Menge der Nullfolgen aus K bzw. L. Die kano-
nische Einbettung

K — L
(an)pey + M = (an)neN+N

kommutiert mit den Einbettungen K «— K und L — L aus 3.7(b) und wird ebenfalls als
Inklusion aufgefafit.

(a) Folgt aus 3.4 und 3.8 durch einfaches Nachrechnen.

(b) Nach 3.4 hat 9 (genau) eine Fortsetzung @ nach L := KL und L ist vollstéindig beziiglich

w. Wegen L C LCListw Fortsetzung von w mit w/w, so da L = L sein mu.

a

Zum Ende dieses Abschnitts mochte ich noch ein sehr niitzlches Verfahren vorstellen, um
Polynome iiber vollstiandigen Koérpern in (nicht notwendig irreduzible) Faktoren zu zerlegen.
In der Literatur ist es unter dem Stichwort ‘Newtonpolygon’ zu finden.

3.11 DEFINITION. Sei K ein Kérper mit einer Bewertung v und f = Z;L:o a; X’ € K[X]
ein Polynom mit apa, # 0. Fiir ¢ # j und a;a; # 0 setzen wir

5(i, ) == U(aj; - ;(ai).
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Wir definieren das Newtonpolygon von f beziiglich v als die Menge
II(f) :== {(4,v(a;)) : a;j #0, und firi < j <k mit a;ar, # 0 gilt 5(i,7) < 6(4,k)},

anschaulich die ‘untere konvexe Finhiillende’ aller Punkte (j,v(a;)) mit a; # 0, und schrei-
ben II(f) = {(jm,v(a;,,)) : 0 <m < s} mit 0 = jo < --- < js = n. Fir die Steigungen
Ym = 0(jm-1,Jm) der Kanten von II(f) gilt offenbar

<< s

Die folgende Bemerkung ist eine rein geometrische Aussage, die anschaulich leicht einzusehen
ist: Steckt ein Teil der Punkte (j,v(a;)) einen konvexen Polygonzug ab und liegen alle iibrigen
Punkte oberhalb dieses Polygonzuges, so bildet dieser Teil bereits das Newtonpolygon von f.
Zuvor wollen wir uns kurz klarmachen, dafl

(%) 6(i,5) <6(i, k) <= 6(i,k) <0(j, k) <= d(i,7) < (4, k)

ist fiir ¢ < j < k und a;aja;, # 0. Die erste Aquivalenz sieht man, indem man in beiden
Ungleichungen v(a;) auf die linke Seite bringt. Die rechten Seiten sind dann gleich. Die
zweite Aquivalenz ergibt sich unmittelbar aus der ersten.

3.12 BEMERKUNG. Mit den Bezeichnungen von 3.11 sei 0 = hg < --- < hy =n, ap,, # 0
fir 0 <m <t,

(2) 8(hm—1, hm) < 8(hms hani1) fiir 0 < m < ¢ und
(b) 0(hm-1,7) = 6(j, hm), wenn immer hpyp—1 < j < hp, und a; # 0 ist.
Dann ist II(f) = {(hm,v(ap,,)) : 0 <m <t}.

Beweris. Nach (b) und Definition von II(f) gilt II(f) C {(hm,v(ap,,)) : 0 < m < t}. Mittels
(*) und vollstédndiger Induktion nach r — [ 148t sich (a) verallgemeinern zu

(1) l<m<r = §(hi,hm) < 6(hm, hr).

Wir zeigen nun per Fallunterscheidung, daf

(2) i<hm,ai #0 = (i, hm) < 0(hm—1, hm).

Fiir hy—1 < i < hy, folgt dies aus (b) und (x), fir ¢ = by mit I < m — 1 aus (1) und (x).
Fiir hj—1 < i < hy mit [ < m konnen wir unter Verwendung von (b), (*) und (1) folgern, dafl
0(i, hy) < 6(hy—1,hy) < 6(hy, hp), also 6(i, hp) < 8(hy, i) < 0(hm—1, hy) ist. Analog 148t
sich

(3) hm<k,ar #0 = 6(hm,hm+1) < 6(hm, k)

beweisen. Aus (2), (a) und (3) folgt (hm,v(an,,)) € IL(f). O

Wir kommen jetzt zu dem angestrebten Satz iiber das Newtonpolygon. Der sehr elegante
Beweis stammt aus [Ws, p. 74f].
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3.13 SaTz. Sei K ein Korper, vollstindig beziiglich der Bewertung v, L/K endlich und
f= Z?:o a; X’ € K[X] ein Polynom mit apa,, # 0, dessen sdmtliche Nullstellen in L liegen.
Ist w die Fortsetzung von v nach L und e := ey, thr Verzweigungsindex, so gilt mit den
Bezeichnungen aus 3.11 fir 1 < m < s:

(a) f hat, wenn man Vielfachheiten zdhlt, genaw jm — jm—1 Nullstellen o, 11,...,;
mit w(a;) = —evYm fir jm—1 < i < jm.
(b) Das Polynom
fm= J[ X-w)
jm71<7;§j7n

liegt in K[X] und hat Newtonpolygon TI( fum) = {(0, —(jm — jm-—1)%m)s Grm — Jrm—1,0)}.

m

BEWEIS. Da sich die 7,, bei Multiplikation von f mit Elementen aus K* nicht &ndern, konnen
wir 0. B. d. A. f als normiert annehmen. Wir schreiben f =[] ,(X — ;) mit a; € L und
ordnen die a; nach fallenden Werten fiir w(«;), d. h.

Am = w(ap, +1) = =w(ap,), 1 <m <t
mit 0 =hyg<---<hs=nund \y > --- > A
(a) Fiir die Koeffizienten

aj = * Z Hai

I1C{1,..., n} €1
F#I=n—j
von f ergibt sich nach 1.13(c) und 1.11(c)
w(ap,,) = w(p,,+1- - an) = Z (hr = hr—1) A
m<r<t
und
hm-1 < j <hm = w(a;) 2 w1 an) = (hm = J)Am + w(an,,),
also gilt fiir hy,,—1 < J < hu, aj # 0:

e5(j, hm) = w(ap,,) — w(a;) <\, w(ap,,) — w(ap,, ;) — e(hm1, )

hm - .7 hm - hm—l
Mit (%) und 3.12 folgt II(f) = {(hm,v(ap,,)) : 0 < m < t}, daher t = s und fir 1 < m <
st hym = jm und Ay, = —evyn,. Man beachte, da bis hierhin von der Vollstédndigkeit kein

Gebrauch gemacht wurde.

(b) Wir beweisen f,, € K[X] durch vollstdndige Induktion nach n = grad f. Fiir n < 1ist die
Aussage trivial. Sei n > 1 und ¢ das Minimalpolynom von «; iiber K. Nach 3.5 ist fi = @g1
mit g1 € L[X] und f = ¢g mit g = g1 [[},_o fm € K[X]. Die Induktionsvoraussetzung
angewendet auf g ergibt

gl7f2)"'7fSEK[X]

und damit auch f; = pg1 € K[X]. Die zweite Aussage ergibt sich, indem wir (a) auf f,
anwenden.
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Teil 11
Algebraische Funktionenkorper

Wir wollen nun die Theorie algebraischer Funktionen in einer Variablen behandeln. Sie weist
viele Analogien zur algebraischen Zahlentheorie auf und 148t andererseits eine Reihe geome-
trischer Interpretationen zu, was uns zur algebraischen Geometrie fithren wiirde. Wir haben
uns hier bewufit fiir einen algebraischen Zugang entschieden, da wir auch spéter bei den
zyklotomischen Funktionenkérpern an eher algebraischen Fragen (Galoisgruppe, Ring gan-
zer Zahlen, Geschlecht, Klassenzahlen) interessiert sind, wéhrend der geometrische Aspekt
allenfalls in den Bezeichnungen (abstrakte Kurve, Pol, Differential) durchscheint. Die hier-
mit verbundene Problematik bespricht Chevalley in der Einleitung zu seinem Buch [Cv], das
uns fiir die Abschnitte 4 und 5 als grober Leitfaden dienen wird. Lassen wir in diesen Ab-
schnitten noch (fast) beliebige Grundkérper zu, so betrachten wir in Abschnitt 6 algebraische
Funktionenkoérper tiber endlichem Konstantenkorper. Bei ihnen wird die Analogie zu den al-
gebraischen Zahlkérpern noch enger. Wir werden fiir sie [FJ, Chapter 3] folgend eine zur
Riemannschen Vermutung (vgl. [Nk, p. 452]) analoge Aussage formulieren, die als Satz von
Weil bekannt ist.

4 Divisoren und Differentiale

Die algebraischen Funktionenkérper stellen eine besondere Klasse bewerteter Kérper dar.
Ausgehend von den Bewertungen eines rationalen Funktionenkorpers (Satz 4.3) werden wir
die allgemeine Struktur algebraischer Funktionenkérper untersuchen und dafiir einige Be-
griffe (Konstantenkorper, Divisoren, Klassengruppe, Geschlecht, Differentiale) einfithren. Als
zentrale Aussage dieses Abschnitts ist wohl der Satz von Riemann-Roch anzusehen, den wir
in mehreren Varianten kennenlernen werden.

4.1 DEFINITION. Sei k ein Kdorper. Ein Oberkorper K von k heifit algebraischer Funktio-
nenkérper (in einer Variablen) iiber k, falls K endliche Erweiterung eines rationalen
Funktionenkorpers k(x) mit transzendentem x iiber k ist. Die Elemente von K heiflen dann
(algebraische) Funktionen iiber k.

Eine Bewertung v von K heifit Bewertung von K iiber k, wenn aufler den Bewertungs-
eigenschaften 1.11 noch v(k*) = 0 gilt. Die Menge aller Bewertungen von K tiber k wird mit
V(K/k) bezeichnet und heifit die abstrakte Kurve von K/k. Ihre Elemente nennt man
auch Punkte oder Stellen (von K/k).

Ein Punkt v € V(K/k) heifst Nullstelle bzw. Pol(stelle) einer Funktion z € K der
Ordnung m, falls v(z) = m > 0 bzw. v(z) = —m < 0 ist.

Einfachstes Beispiel eines algebraischen Funktionenkorpers iiber k ist der rationale Funktio-
nenkorper k(z) selbst, dessen abstrakte Kurve wir gleich bestimmen werden. Im folgenden
sei K/k stets ein algebraischer Funktionenkorper. Nach Definition hat K iiber k den Trans-
zendenzgrad 1.

a. Konstantenkérper. Die Forderung v(k*) = 0 bedeutet fiir endliches k keine Ein-
schrinkung, da in diesem Fall v(k*) als endliche Untergruppe von Z ohnehin trivial ist. Sie
ermoglicht uns jedoch, k in den Restklassenkorper k, kanonisch einzubetten.
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4.2 DEFINITION. Seiv € V(K/k). Die kanonische Einbettung

k — k,
a — a+ P,
fassen wir als Inklusion auf. f, := [ky : k| heifit der (absolute Restklassen)grad von v

(iiber k). Eine Bewertung vom Grad 1 heif$t ein rationaler Punkt von K/k. Die Menge
aller rationalen Punkte von K/k wird mit V1 (K/k) bezeichnet.

Wir werden als Korollar des folgenden Satzes erhalten, dafl f, stets endlich ist. Die Aussage (c)
dieses Satzes ist das Analogon zum Satz von Ostrowski aus der algebraischen Zahlentheorie.

4.3 SATZ. Sei x transzendent iber k und K = k(x).
(a) Firz= % € K mitr,s € k[z] setzen wir voo(2) := grad s — gradr. Damit ist v eine
Bewertung von K/k. Sie heifit die Gradbewertung von K/k.

(b) Fiir jede p-adische Bewertung v, milt normiertem, irreduziblem p € kx| gilt f,, =
grad p, und fiir die Gradbewertung gilt f,. = 1.

(c) V(K/k) ={vp : p € k[z] normiert, irreduzibel} U {voo}.
(d) klzl= (] R

veV (K/k)
VFVoo

BEWEIS. (a) Die Bewertungseigenschaften lassen sich leicht direkt nachpriifen. Oder man
mache sich klar, daB v = v1 ist (2 ist Primelement in k[1]).

(b) Nach 1.18 ist ky, ~ k[z]/(p). Fiir v kann man entweder direkt die Surjektivitét von
k — k,,, nachweisen, oder man fithrt die Uberlegungen aus Teil (a) des Beweises fort.

(c) Seiv € V(K/k). Wir unterscheiden zwei Félle.
Ist k[z] C Ry, so kénnen wir ein o. B. d. A. normiertes, irreduzibles p € k[z] wihlen mit

minimalem v(p) > 0. Fiir p | f € k[z] existieren g, h € k[z] mit pg + fh = 1, also gilt
0 =v(1) = min{v(p) + v(g), v(f) +v(h)},

woraus v(f) = 0 folgt. Fiir beliebiges z € K schreiben wir z = p™% mit m € Z, r, s € k[x],
p [ rs und erhalten v(z) = mv(p). Die Surjektivitét von v impliziert v(p) =1, d. h. v = vy,

Im Fall k[x] € R, existiert f € k[z] mit v(f) < 0. Nach 1.11(c) mufl dann auch v(z) < 0
sein. Fiir z = £ € K mit r,s € k[z] folgt v(2) = (gradr — grad s)v(x) mithilfe von 1.13(c).
Wiederum impliziert die Surjektivitat von v, dal v(z) = —1, also v = v ist.

(d) Klar.

4.4 KOROLLAR. Fir alle v € V(K/k) ist f, < oc.

Fiir spétere Zwecke wollen wir noch gleich eine Hilfsaussage festhalten.

4.5 LEMMA. Seiv € V(K/k) und a € R,,. Dann ist R, /(a) ein k-Vektorraum der Dimen-
sion v(a) fy.
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BEwEIS. R,/(a) ist ein R,-Modul, also wegen k C R, auch ein k-Vektorraum. Wir wihlen
t € R, mit v(t) = 1, dann gilt R,/(a) = R,/(t"?) und daher

v(a)
dimy R,/ (a) = Z dimy, (#71) /(t") = v(a) dimy R, /(t) = v(a) fo.
1=1

a

Man ist daran interessiert, k& moglichst grofl zu wihlen. Das fiihrt zu dem folgenden Begriff
des Konstantenkorpers.

4.6 DEFINITION. Der algebraische Abschluf
k:={a€ K : aist algebraisch iber k}
von k in K heifft der Konstantenkdrper von K/k.

DaB man k problemlos durch k ersetzen kann, ersehen wir aus der folgenden Bemerkung.

4.7 BEMERKUNG.

(a) K ist ein algebraischer Funktionenkorper iiber k mit V(K /k) = V(K /k).
(b) k ist endlich iiber k.

(c) Hat K/k einen rationalen Punkt, so gilt k = k.

BeweEls. (a) Klar, daB K /k algebraischer Funktionenkdrper ist. Sei v € V(K /k) und a € K*
algebraisch iiber k. Dann sind a und a~! wegen k¥ C R, ganz iiber R,, also in R,. Es folgt
a€ R}, d h ova)=0.
(b) Folgt aus 4.4, da k C k C k, fiir eine beliebige Bewertung v von K /k.
(c) Ist k, = k, so muB k = k sein.

O

Daf k wirklich maximal ist mit der Eigenschaft v(k*) = 0 fiir alle v € V(K/k), kénnen wir
dem folgenden Satz entnehmen.

4.8 SATz. Sei k der Konstantenkirper von K/k. Es gilt:

(a) #V(K/K) = oo.

(b) Jedes v € K \ k hat mindestens eine und nur endlich viele Nullstellen v € V(K/k).
Gleiches gilt fiir die Zahl der Pole von x.

BEWEIS. (a) Wir wéhlen z € K, so daB K/k(x) endlich ist. Die Menge {p € k[z] : p
normiert, irreduzibel} ist unendlich, daher folgt die Behauptung mit 1.21(b).

(b) Fiir z € K\ k ist K/k(z) algebraisch und, da K/k endlich erzeugt ist, auch endlich. Nach

4.3(c) ist v, die einzige Nullstelle von z in k(x)/k, also folgt die Behauptung mit 1.21(b). Die

Pole von z sind die Nullstellen von %

a
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b. Divisoren. Von nun an bis zum Ende dieses Abschnitts sei stets k& der Konstan-
tenkorper von K/k. Zur Abkiirzung setzen wir V := V(K /k). Eine Verallgemeinerung des
Approximationsproblems 1.19 auf unendlich viele Bewertungen fithrt uns zu den folgenden
Begriffsbildungen.

4.9 DEFINITION. Die freie abelsche Gruppe
Dy =2V :={0eZ" : o(v) =0 fir fast alle v e V}

heifit die Divisorengruppe von K, ihre Elemente heiffen Divisoren. Der Divisor o mit
o(v) = 0 fiir alle v € V heifst Nulldivisor. Fiir 0,0" € D schreiben wir 0 > ', falls
o(v) > 0'(v) fiir alle v € V gilt. Die Elemente der kanonischen Basis (py)vey von Di mit
po(v) = 1 und p,(0) = 0 fir alle © # v heiffen Primdivisoren. Fird = i dyp, € Di
setzen wir grad 0 := ) i dy f,. Den Kern des Gruppenhomomorphismus grad : Dy — Z
bezeichnen wir mit Dy .

Zur Abkiirzung setzen wir fiir den Rest dieses Abschnitts D := Dg und Dy := Dk .
Sei z € K*. Nach 4.8(b) ist v(z) = 0 fiir fast alle v € V. Daher kénnen wir zu x einen Divisor
assoziieren.

4.10 DEFINITION. Fir x € K* heifit

(x) = Z v(x)py, € D

veV

der Hauptdivisor zu zx.

Die Abbildung K* — D, x — (z) ist offenbar ein Gruppenhomomorphismus mit dem Kern
k*. Daher ist

(K*) = {(z) : = € K*}

eine Untergruppe von D und isomorph zu K*/k*. Wir werden spéter sehen, dafi (K™*) sogar
eine Untergruppe von Dy ist.

4.11 DEFINITION. Die K-Unteralgebra
A= Ag = {(z)vev € KV : x, € R, fiir fast alle v € V'}

von KV heifit der Adlering, seine Elemente heiffen Adle von K /k. Die Diagonaleinbettung
K — A, x — (x)yev fassen wir als Inklusion auf. Fird =" dypy € D definieren wir
auflerdem die k-Vektorrdume

veV

AQR) == Ag(0) == {(zo)vey € KV : v(xy) > —dy Yo eV} C A
und

LO)=Lxk®)={zeK :v(x)>—-d,YweV}=A0O)NK.

Wir wollen einige grundlegende Eigenschaften der gerade eingefiithrten Rdume zusammenfas-
sen.
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4.12 LEMMA. Seien 0,0 € D mit 0 > 0. Es gilt:

(a) LO)={x e K* : (z) > -0} U{0}.

(b) L(o) =k, und L(d) =0, fallsd < 0,0 #o.

(c) Firze K* ist L0+ (z)) ~ L(?).

(d) A(®) 2 A@') und L(d) D L(D').

(e) Die Sequenz der kanonischen k-Vektorraumhomomorphismen

0 — LE)/LE) — AD)/AR) — (AQ) + K)/(AD) + K) 0
ist exakt.

(f) dimy A(d)/A(d') = gradd — gradd’.
BeEwEIS. (a) Nach Definition.
(b) Folgt aus 4.8(b).
(c) Die Abbildung L(d + (z)) — L(?), y — zy ist offenbar ein k-Vektorraumisomorphismus.
(d) Nach Definition.
(e) Ist eine leichte Ubung in linearer Algebra.
(f) Wir schreiben @ = Y i, dyp, und " = > _\ d;p, und wihlen zu jedem v € V ein
t, € K mit v(t,) = 1, dann gilt

_ —d! _
A@)/AQ) = ([ey Ruty®™) / (Tev Rt ™) = T] Ro/Rutie =",
veV
also folgt die Behauptung mit 4.5.

g

4.13 DEFINITION.  Wir zerlegen @ = >y, dvpy € D in 04 := 3, sqdypy und 0_ =
=2 q,<0dvby. (Alsod =04 —0_.) Fir x € K* heifit (v)+ der Nullstellendivisor und
(x)_ der Polstellendivisor zu z.

4.14 KOROLLAR UND DEFINITION. Sei 0 € D. L(0) ist ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum. Wir schreiben fortan kurz dimd statt dimyg £(0).

BEWEIS. Es gilt 9 > —0o_ und —o_ < 0. Nach 4.12(b), (e) und (f) haben wir daher

dimg £(0) = dimy £(0)/L(—0_) + dimy L(—0_)
< grado —graddo_ +1
= gradog + 1.

a

c. Klassengruppe. In Analogie zur Produktformel oder Geschlossenheitsrelation (vgl.
[Nk, p. 195]) aus der algebraischen Zahlentheorie haben wir fiir algebraische Funktionenkérper
die folgende Aussage:

4.15 SATz. Firz e K\ k ist
grad (z)4+ = grad (z)— = [K : k(x)].
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Insbesondere ist also (K™*) C Dy und wir kénnen definieren:

4.16 DEFINITION. Die Faktorgruppe Do/(K*) heifit die (Divisoren)klassengruppe von
K und wird mit Cly(K) bezeichnet. Ihre Ordnung ho := ho(K) := #Cly(K) heifit die (Divi-
soren)klassenzahl von K.

Die Klassengruppe ist von zentraler Bedeutung. Wir werden in Abschnitt 6 sehen, daf} fiir
endliches k auch hg endlich ist.

BEWEIS VON 4.15. Wegen (z)4 = (1)_ und k(z) = k(%) geniigt es,
grad (z)_ = [K : k(x)]

zu zeigen. Im Beweis von 4.8(b) haben wir schon gesehen, dafi n := [K : k(x)] < oo ist. Sei
Voo die Gradbewertung von k(x) und S C V' die Menge ihrer Fortsetzungen nach K. Nach
4.3 und 1.21(c) gilt

grad (I)— = _Zv(x)fv = Zev/voofv/voo < [K : k(x)]

veS vES

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung wéhle man eine Basis (y1, . . ., yn) von K iiber k(z).
Sei F; = > 7;;Y7 mit 7;; € k(z) das Minimalpolynom von y; iiber k(z). Nach Multiplikation
von y; mit dem Hauptnenner der r;; kann angenommen werden, da8 F; € k[z][Y], also
v(y;) > 0 fiir alle v € V'\ S ist. Nach 4.8(b) ist dann

c:=—min{v(y;) : ve S 1<i<n}>0.
Fir d > c gilt offenbar
wly; € L(d(z)-) Vje{0,....,d—c} Vie{l,...,n}.

Man iiberlegt sich leicht, dafl diese (d — ¢ + 1)n Funktionen sogar linear unabhéngig iiber k
sind, daher folgt

dimd(z)- > (d—c+1)n Vd>c.
Nach 4.12(e) und (f) haben wir fiir d € N aulerdem

dimd(z)_ — dim(z)_ < gradd(xz)_- — grad (z)_ = (d — 1)grad (x)_,

also folgt
— 1 i _
grad (z)_- > d y it n — dl;nﬁ:nl) Yd > c,
woraus wir grad (z)_ > n schlieflen konnen. O

Nach 4.12(c) und dem vorhergehenden Satz sind fiir eine Nebenklasse ® € D/(K*) von (K*)
in D die Zahlen dim ? und grad ? von der Wahl des Repréasentanten 0 € ® unabhéngig.

4.17 DEFINITION. Sei ® € D/(K*). Wir setzen dim® := dimd und grad ® := gradd fir
0 €D beliebig.
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d. Geschlecht. Nach dem Beweis von 4.15 existiert zu jedem z € K \ k ein ¢ > 0, so daf3
(x) gradd(x)- —dimd(z)- < (¢ —1)[K : k(z)] Vd>c
Dies veranlafit uns zu der folgenden Definition.
4.18 DEFINITION. Die Zahl
g := gk := max{gradd —dimo+1 : 9 € D}
heifit das Geschlecht von K.

4.19 SATZ. Es gilt
(a) 0<g < oo und
(b) dimd > gradd+ 1 — g fiir alle ® € D (Riemannsche Ungleichung).

BEWEIS. (a) Wegen grado —dimo+1=0—1+1=0ist g > 0. Bleibt g < co zu beweisen.

Wir wihlen x € K \ k. Nach (%) geniigt es, zu zeigen, daf fiir einen beliebigen Divisor
0=>,dypy € D ein d > 0 existiert mit

gradd — dimd < gradd(z)_ — dimd(x)_.
Fiir normiertes, irreduzibles p € k[x] setzen wir m), := max{d, : v € V,v/v,} und definieren
y:= [ o™ € klal,
mp>0
dann ist (y) > 0 — d(x)_ fiir ein geniigend grofles d € Ny. Mit 4.12 und 4.15 folgt
gradd — dimd < grad (d(z)—- + (y)) — dim(d(z)- + (y)) = gradd(z)- — dimd(x)_.
(b) Folgt sofort aus der Definition von g.

4.20 KOROLLAR.
(a) Fir K = k(z) ist g = 0.
(b) Ist g =0, so ist hg = 1.

BeEweIs. (a) Nach dem vorigen Beweis ist
g = max{gradd(z)_ — dimd(z)- +1 : d > 0}.

Wegen 4.3 haben wir fiir d > 0, daBl gradd(z)_- = d ist und L(d(z)-) = {z € k[z] : grad z <
d} Dimension d + 1 iiber k hat.

(b) Sei g =0 und ? € Dy. Dann gilt dimd > 0+ 1 — 0 = 1 nach 4.19(b), also kénnen wir

y € K* wahlen mit 0 + (y) > 0. Da andererseits grad (9 + (y)) = 0 ist, folgt 0 = (%) € (K™).

a

In die Riemannsche Ungleichung 148t sich ein Korrekturterm einfiigen. Wir erhalten den
wichtigen
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4.21 SATZ VON RIEMANN-ROCH. Sei d € D. Dann ist
dimd = gradd + 1 — g + dim; A/(A(?) + K).

BEWEIS. Nach Definition des Geschlechts existiert ein Divisor 09 € D mit ¢ = grad 0y —
dimdg + 1. Fiir jedes a € D mit a > dg folgt mithilfe von 4.12, daf3

dimg(A(a) + K)/(A(09) + K) = grada —dima — (graddg — dimdy)
< g-1-(9-1)

also A(a) + K = A(09) + K und grada — dima = g — 1. Daher gilt

A=JA@)= | Ala) = A(d) + K.
acD agg)

Waéihlen wir nun 07 € D mit 97 > 0 und 01 > 0g, so ist
dimy A/(A(d) + K) = gradd; — dimd; — (gradd — dimd) = g — 1 — grad ? + dim .

a

e. Differentiale. Statt der Rdume A/(A(?) + K) betrachten wir lieber ihre Dualrdume.
4.22 DEFINITION. Fir 0 € D definieren wir den k-Vektorraum
Q0) = Qk(0) := {w € Homg(A, k) : w(A(D)+ K) =0}.
Desweiteren setzen wir

Q:=Q = U Q).
oeD

Die Elemente von Q) heifsen (Weil-)Differentiale.
Offenbar gilt Q(0) ~ Homg(A/(A(0) + K), k) ~ A/(A(d) + K) als k-Vektorrdume. Daher

konnen wir den Satz von Riemann-Roch umformulieren in
dimd = grado + 1 — g + dimy, Q(0).
Insbesondere gilt g = dimy, (o).

4.23 BEMERKUNG. Q ist ein K-Untervektorraum von Homy (A, k) beziiglich der Skalarmul-
tiplikation

(yw)(a) := w(ya)
firy € K, w € Homg(A, k) und o € A. Fiir a,b € D gilt
L(a)(b) € Q(b —a).
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Bewels. Klar, dal Homy (A, k) wie angegeben ein K-Vektorraum wird. Die Abgeschlossen-
heit der Addition in €2 rechnet man ebenfalls leicht nach. Zum Nachweis der Abgeschlossen-
heit der Skalarmultiplikation schreiben wir a =) a,p, und b = byp,. Sei y € L(a) und
w € Qb). Fir a = (xy), € A(b — a) gilt dann v(zyy) > ay — by +v(y) > —b, fur alle v € V|
also ya € A(b), d. h. (yw)(a) = 0. Da trivialerweise (yw)(K) = 0 ist, folgt yw € Q(b —a). O

Ist grad 0 geniigend grof}, so tritt in der Riemannschen Ungleichung das Gleichheitszeichen
ein:

4.24 LEMMA. Seid € D. Ist gradd > 2g — 2, so gilt Q(0) = 0.

BEWEIS. Angenommen, (0) # 0. Dann kénnen wir w € () mit w # 0 wihlen und nach
der vorigen Bemerkung einen injektiven k-Vektorraumhomomorphismus

L) — Qo)
y = yw

definieren. Es folgt dimd < dimy Q(0) = g, also nach dem Satz von Riemann-Roch:

gradd =dimd — 1+ ¢ —dim; Q@) <g—14+g—1=29— 2.

4.25 SATZ. dimg Q) = 1.

BEWEIS. Es ist 2 # 0, denn fiir 0 € D mit gradd < —2 hat 2(0) nach dem Satz von
Riemann-Roch k-Dimension dimd — 1+ g — grad 0 > 1. Angenommen, wy,ws € §2 sind linear
unabhéngig iiber K. Wir wéhlen 99,0 € D, so dal wy,wy € Q(dp), 0 > 09, 0 # 0 und

(%) gradd + graddp > 3g — 3.

Sei y1,...,ym eine k-Basis von L£(?), dann sind yijwi, ..., Ymwi, Y1w2, - - -, Ymw2 € 2(09 — 0)
linear unabhéngig iiber k, also gilt

2dim 0 < dimy, Q(09 — ).
Mithilfe von 4.19(b) und dem Satz von Riemann-Roch folgt
2(grado+1—g) <2dimd < dim(dp —9) — 1 + g — grad (99 — ?),
nach 4.12(b) also grad 0 + grad 99 < 3g — 3 im Widerspruch zu (x). O

4.26 LEMMA UND DEFINITION. Sei 0 # w € (.
(a) Es existiert genau ein Divisor ¢ € D, so daf fiir alle d € D gilt:
weNO) < v<ec

(w) := ¢ heifst der (kanonische) Divisor zu w.
(b) Fiirye K* ist (yw) = (y) + (w).
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BEWEIS. (a) Nach 4.24 existiert ein Divisor ¢ = ) ¢,py, € D von maximalem Grad mit
w € Q). Fir o = Y dypy € D setzen wir o' := 3 dp, mit dj, := max{c,,d,}. Damit
haben wir ¢,? < 9’ und somit A(c), A(d) C .A(d’). Man iiberlegt sich leicht, da sogar A(d') =
A(c) + A(0) gilt. Daher haben wir

we®) <= weQ@d) <= V=c = <

Die Eindeutigkeit von ¢ ist klar.

(b) Nach 4.23 haben wir yw € Q((w) + (y)), also (y) + (w) < (yw). Ebenso (yw) — (y) =
(y) + (1) < ().

Aus 4.25 und 4.26 folgt, daBl {(w) : 0 # w € Q} eine Nebenklasse von (K*) in D ist.
4.27 DEFINITION. € :=Cx := {(w) : 0 # w € Q} heifit die kanonische Klasse (von K).

Wir kénnen jetzt den Satz von Riemann-Roch in eine neue Fassung bringen und daraus die
Zahlen dim € und grad € berechnen.
4.28 BEMERKUNG. Seic € €.
(a) Fiir alle d € D gilt
dimd = gradd 4+ 1 — g + dim(c — ).
(b) dime =g.
(c) grade=2g — 2.

BEWEIS. (a) Sei 0 # w € Q mit ¢ = (w). Fiir y € K* gilt
yw € Q0) <= 1< (yw) = (y) + (w) <= y e L((w) — D).

Daher haben wir einen k-Vektorraumisomorphismus
L(c—0) =~ Q)
y — yw.
(b) Folgt aus (a) fiir 0 = o.
(c) Folgt aus (a) und (b) mit ? = c.
a

f. Konstantenkdrpererweiterung. Wir wollen Erweiterungen von K /k betrachten, die
allein durch Vergroflern des Konstantenkorpers zustandekommen. Fiir diese dndert sich, wie
wir in 4.32 sehen werden, das Geschlecht nicht.

4.29 DEFINITION. Ein algebraischer Funktionenkdrper K'/k" mit k C k' und K C K’ heif$t
Konstantenkérpererweiterung von K/k, falls k' /k endlich und K' = KK ist.

4.30 LEMMA. Sei k' = k(«) eine einfache, endliche Erweiterung von k. Dann gilt:

(a) Das Minimalpolynom von « iber k ist auch irreduzibel iber K.
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(b) Es gibt einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Kiorper K', so daff K'/K' eine
Konstantenkorpererweiterung von K/k ist.

BEWEIS. Sei X transzendent iiber K und f € k[X] das Minimalpolynom von « iiber k.

(a) Angenommen, es ist f = gh mit normierten Polynomen g,h € K[X]. Dann sind die
Koeffizienten von g und h als elementarsymmetrische Funktionen in den Nullstellen von f
algebraisch iiber k. Da k algebraisch abgeschlossen ist in K, folgt g,h € k[X] und damit
g=1oder h=1.

(b) Wir identifizieren &' mit k[X]/(f) und setzen K’ := K[X]/(f), wobei wir die kanonischen
Einbettungen k¥’ — K’ und K — K’ als Inklusionen auffassen. Dann ist K/ = Kk’ und
[K': K] = [k : k] < oo nach (a), also K'/k' Konstantenkorpererweiterung von K/k. Ist K’
irgendein Kérper mit K’ = Kk, so ist K’ = K(«) ~ K[X]/(f) nach (a).

|

Bei der obigen Konstruktion ist nicht gewihrleistet, daf§ k' auch wieder der Konstantenkorper
von K'/k' ist. Dafiir brauchen wir in der Tat mehr Voraussetzungen. Im folgenden sei k stets
vollkommen und k'/k endlich. Wir kénnen dann &’ = k(«) schreiben und haben nach dem
vorigen Lemma eine eindeutige Konstantenkorpererweiterung K'/k" von K/k.

4.31 LEMMA. K'/K ist eine endliche, separable Erweiterung vom Grad [K': K| = [k : k],
und k' ist der Konstantenkérper von K'/k'.

BEWEIS. Es ist K/ = K(«), also K'/K separabel und [K' : K| = [k’ : k] nach dem vorigen
Lemma. Sei § € K’ algebraisch iiber k’. Dann ist k” := k() endlich und separabel iiber
k, etwa k" = k(o/), und K’ = Kk = K(d/). Wiederum mit dem vorigen Lemma folgt
(K’ : K| = [k" : k], also ist K" = k' und € K. O

Wir wollen nun die wesentlichen Eigenschaften von Konstantenkorpererweiterungen in ei-
nem abschlieBenden Satz zusammenfassen. Zur Abkiirzung fithren wir die Bezeichnungen
V' = V(K'/K') = V(K'/k) fir die abstrakte Kurve, D’ := Dy fiir die Divisorengrup-
pe und ¢’ := gk fiir das Geschlecht von K’ ein. Zu 0 = ) _, dyp, € D definieren wir
= ZUGV dv ZU//U ev//vpv/ S D’

4.32 SATZ.

(a) FirveV undv' € V' mit v'/v gilt ey, =1 und ky = kyk'.

(b) Fiiro € D gilt gradd’ = grad® und

(c¢) dimd' = dimbd.

d) =g

BEWEIS. Sein := [k’ : k].

(a) Sei B, der ganze Abschlufl von R, in K'. Wegen Dy /i (a) = Dy () € k* C Ry ist
B, = R,[a] und v unverzweigt in K’/K nach 1.26. Der Fortsetzung v’ von v entspricht ein
maximales Ideal @),y von B, geméifl 1.23(a), so daBl

ky ~ By/Qy =~ kyla] = koK.
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(b) Es geniigt offenbar, die Behauptung fiir einen Primdivisor ? = p, mit v € V' zu zeigen.
Mithilfe von 1.23(b) und 4.31 erhalten wir

ky : K]
madpl, = S lb s K = S fgo = [hy 4] = rad,
) v Jv

(c) Sei f das Minimalpolynom von « iiber k, k" ein Zerfillungskorper von f iiber k, der
k' enthilt, und K” := Kk”, dann ist K”/k” Konstantenkorpererweiterung von K/k und
K" /K galoissch (normale Hiille von K'/K). Wir wéhlen o1,...,0, € Aut(K"”/K) so, da8
ag = o01(@),...,an := on(a) € k” die Nullstellen von f sind. Desweiteren setzen wir ?” :=
2 vev Qv Doy P € D" := Dgn analog zu den Bezeichnungen von oben, dann haben wir
offenbar

LO)=LO)NK=LO")NK.

Sei nun (y1,...,Ym) eine k-Basis von £(9). Wir wollen zeigen, dafl diese auch eine k’-Basis
von L(?') ist. Es ist leicht zu iiberpriifen, dafl yi,..., ¥y, linear unabhingig iiber k' sind.
Bleibt also

LE) Ky + -+ K ym
zu zeigen. Sei z € LO) C L), z = Z?_ol zja? mit z; € K. Nach 2.1(b) ist dann auch
oi(z) = E] "ozl € L(") fiir 1 < 4 < n. Mithilfe der Cramerschen Regel folgt fiir 1 <1 < n:

1 - o™l oy(z) ot af
a = (det(af)i;)™ det : : :
Lot on(2) o o,

€ KﬂZk”a, C L(0).
=1
Wir kénnen daher z; = > 7;;¥; schreiben mit ;; € k fir 1 <4 <mund 0 < j < n und
erhalten

m n—1

Z Z zgajyi € k/yl +-+ k/ym-

=0
(d) Wihlen wir 0 € D mit gradd > 2g — 2,2¢' — 2, so folgt nach (b), (c), 4.24 und dem Satz

von Riemann-Roch

g=gradd — dimd + 1 = grad?’ —dim?d’' +1 = ¢'.

5 Die Geschlechtsformel von Riemann-Hurwitz

Haben wir zum Schluf} des letzten Abschnitts Erweiterungen algebraischer Funktionenkorper
betrachtet, die allein auf einer Vergréflerung des Konstantenkorpers beruhten, so wollen wir
jetzt den gerade entgegengesetzten Fall untersuchen. Es seien K und L algebraische Funk-
tionenkorper iiber k, so dal L/K eine endliche, separable Erweiterung vom Grad n € N und
k der Konstantenkorper von L/k (damit auch von K/k) ist. Unser Ziel ist es, eine Formel
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anzugeben, mit der sich das Geschlecht von L aus dem Geschlecht von K berechnen 1a83t. Wir
setzen zur Abkiirzung V := V(K/k) und bezeichnen fiir v € V mit B, den ganzen Abschluf}
des Bewertungsrings R, in L. Bevor wir unsere Geschlechtsformel hinschreiben, fithren wir
noch einige Begriffe ein.

5.1 BEMERKUNG UND DEFINITION.

(a) Seiv € V. B, und sein Komplementirmodul Bf := {y € L : Sp/r(xy) € Ry Vz €
By} (beziiglich der Spur) sind freie R,-Moduln vom Rang n. Fir Basen (z1,...,%,) bzw.
(Y1,---,Yn) von By bzw. BY hingt die Zahl

drw = U(DL/K(»”UL ) = _U(DL/K(ylv .-, Yn)) € No

allein von L und v ab. Ferner gilt DL/K(xl, ... ,acn)Bf?E C B, C B#.
(b) Fiir fast allev € V ist dr,, = 0.

BeEwels. (a) Nach 1.5(d) gibt es eine R,-Basis (z1, ..., x,) von B,, die zugleich eine K-Basis
von L ist, und nach 1.5(b) und (c) héngt die Zahl dr, , := v(Dr/x (71, ..,2Zn)) € No nicht
von der speziellen Wahl dieser Basis ab. Wegen 1.3(c) und 1.4(c) ist die Abbildung

LxL — K

(z,y) — Sp/k(ry)
eine nicht-singulére, symmetrische Bilinearform. Beziiglich ihr existiert eine Komplementér-
basis, d. h. eine K-Basis (z,...,z,) von L mit

SL/K(xlac;) = (Sij V’L,j
Fiir beliebiges y = > a;z); € L gilt offenbar

Yy € B# <— Vi:a; = SL/K(.le) € R,,

also ist (zf,...,2)) eine R,-Basis von Bff. Wegen 1.4(¢) ist B, C B} . Daher existieren
aij € R, mit

n
2 : /

xTr; — aija:j.
j=1

Es ergibt sich a;; = Sk (vi7;), also Dy (21, .., ¥5) = det(ag;)i,; nach 1.3(c). Sei (aj;)ij ==
(aij);jl € K™ die inverse Matrix. Wegen
n
T = Z ey
j=1
ergibt sich analog Dy k(7). .., ;) = det(aj;);;, also gilt v(Dr/k(y1,--.,yn)) = —dpr, fiir
jede beliebige R,-Basis y1,...,%y, von BY nach 1.5(b). Ferner gilt nach der Cramerschen
Regel a;; Dk (21,...,7n) € Ry fiir alle 4,7, also haben wir Dp g (z1,...,20)7; € B, fiir
1 <1¢ < n, woraus die letzte Behauptung folgt.
(b) Wir schreiben L = K(y). Sei f =" ;a;X* das Minimalpolynom von y iiber K. Nach
4.8(b) gilt fiir fast alle v € V, da8 ao,...,a, € Ry und Dy /k(y) € Ry, d. h. nach 1.26, daB
dLﬂ, = U(DL/K(y)) = () ist.
O
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Wir kénnen nun die zentrale Aussage dieses Abschnitts formulieren.

5.2 SATZ VON RIEMANN-HURWITZ. Fir die Geschlechter g und gr, von K bzw. L gilt die
Beziehung

29, — 2= (291( - 2)” + Z dL,va-
veV
Fiir den Beweis sind einige Vorbereitungen erforderlich.
5.3 LEMMA. Sei R ein Bewertungsring. Sind M und N freie R-Moduln vom Rang m € N

mit M C N, so ezistiert eine R-Basis (z1,...,2m) von N und ai,...,a, € R, so dafl
(a121,. .-, amzm) eine R-Basis von M ist.

BEWEIS. Sei v die zu R korrespondierende Bewertung auf dem Quotientenkoérper von R
geméf 1.16. Seien (z1,...,Ty) und (y1,...,ym) beliebige R-Basen von M bzw. N. Wegen
M C N existiert eine Matrix A = (a;;);; € R™ ™ mit

Nach eventueller Umordnung der Basen koénnen wir dabei v(a11) = min{v(a;;) : 1 <i,j <

m}, d. h. Zﬁ € R fiir alle 4, j annehmen. Setzen wir 21 := y1+3 7", %yj und 7} == x; — gl
fir 2 <4 < m, so sind (z1,2%,...,2,,) und (21,¥2,...,Ym) weiterhin R-Basen von M bzw.
N und

T all 0---0 Z1

T 0 Y2

: B : A’ :

1"m 0 Ym

mit A’ = (a;; — %)Qgi,jgm. Die Fortsetzung dieses Verfahrens liefert die Behauptung. O

5.4 SATZ. SeiveV.
(a) Es gibt einen eindeutig bestimmten Divisor dr, > o wvon L der Form dr, =
Zw/v dw/va, so daf
Bf ={yecL: wly) > —dy YW/}
(b) Fiir alle w/v gilt dy,), > €y — 1.
(c) Ist w/v zahm verzweigt, so gilt sogar dy,j, = €y — 1.

(d) grad DLﬂ, = dL’va.

BEWEIS. Wir setzen zur Abkiirzung d, := dr, und e, := e, Jv und wéhlen t, € R, mit
v(t,) = 1. Nach 1.23 ist B, ein Dedekindring mit den maximalen Idealen @, := B, N P,,
w/v, also

tUB’U = H quw

w/v
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(a) Nach 5.1(a) ist t% B ein 1deal von B,. Wir kénnen daher

(1) trBf =]

w/v

mit ¢, € Ny schreiben. Damit gilt fiir y € L nach 1.8(c)

(2) yeBf « thye HQwa = Yw/v:dyey +w(y) > cyp.

w/v

Also ist d7,, = Zw/v Ao joPw Mit dyy, /1= dy€y — ¢y der gesuchte Divisor. Wegen th B, C
tdv BY ist dyey > ¢y fiir alle w/v, also 07, > 0. Die Eindeutigkeit von 97, , folgt aus (2) und
1.8(a).

Zur Abkiirzung setzen wir fiir den Rest des Beweises dy, := d, /-

(b) Sei L' normale Hiille von L/K, G' := Aut(L'/K) und H := {o'| : ¢ € G'} die
Menge der K-Homomorphismen von L nach L'. Es geniigt, fir I := [], /v Quw zu zeigen,
daB t%~11 C % B¥ ist. Mit (1) und 1.8(c) folgt dann némlich (dy — 1)ey, + 1 > ¢y, d. h.
dy = dyey — cy > ey — 1. Sei also @ € T und = € B,. Dann gilt w'(az) > 0 fiir alle
Bewertungen w’ von L' mit w’/v. Nach 2.1(b) folgt

w' (S (ax)) > min{w'(o(ax)) : o€ H} >0 Yu'/v,

daher Sy (t;'ax) = t,;1Sy /k (ax) € Ry. Somit ist ¢;711 C B, d. h.td—1] C t& BY gezeigt.

(c) Fiir unsere spiteren Zwecke benotigen wir diese Aussage nur im Fall, dal L/ K galoissch
ist. Es soll daher reichen, sie hier fiir diesen Fall zu zeigen. Einen allgemeinen Beweis, der
allerdings nicht ohne Komplettierungsmethoden auskommt, findet der/die LeserIn in [Cv, p.
691].

Sei G := Aut(L/K) und w/v zahm verzweigt. Fiir I,, := [] o0 Qw gilt nach 1.8(c) und Teil

(b) dieses Beweises
dy > ey <= (dy — 1)ey > ¢y = tffv_llw C tﬁ”BfE.

Es geniigt also zu zeigen, daf ein a € I, existiert mit ¢, 1o ¢ B¥. Wir identifizieren wie iiblich
k., mit B, /Q,, und bezeichnen mit ~ die Restklassenabbildung B, — k,, bzw. R, — k,. Nach
Voraussetzung und 2.1(a) ist ky/k, galoissch, und nach dem Lemma von Dedekind existiert
ein € By mit Sy, sk, (T) # 0. Wie in 2.2 sei Gy := Aut(ky/ky), G, die Zerlegungs- und

G} die Trigheitsgruppe von w/v, weiter w~ die Bewertung des Zerlegungskérpers L., =

Fix(L,G,,) mit w/w~. Nach 2.2(c) ist dann #G, = [L : L,]/[kw : ku] = €y, ein Teiler
von ey, also gilt nach Voraussetzung

(3) 0 ewju-Skusm, (@) = #GH > (@) = Y o).
Nach 1.19 existiert ein o € L mit

wla@—1) > 0 und
w(a) > 0 Vo v, @ # w.
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Damit ist offenbar « € I,,. Angenommen, da8 ;1o € BY ist, dann gilt SL/K(tgloz:L‘) € R,.
Da auflerdem w7 (az) > 0 ist fiir alle 0 € G\ Gy, folgt

Z o(az) = Sp/k(az) — Z o(az) € Py N By = Qu,
oGy 0€G\Gy
wegen o = 1 also
0= Y starl - Y o@)
0€Gy c€Gy
im Widerspruch zu (3).
(d) Zu w/v wéhlen wir t,, € L mit w(t,) = 1. Nach (a) haben wir einen R,-Modulhomo-

morphismus

BY /B, — []Rutu™/Ruw
w/v

y+ B, — (y+Rw)w/va

der nach 1.23(c) injektiv ist. Er ist auch surjektiv, denn zu (yu + Ry )w /v € Hw/v Ryt /Ry,
existiert nach 1.19 ein y € L mit w(y — yy) > 0, also w(y) > —dy, und y + Ry = yu + Ry fur
alle w/v. Mithilfe von 4.5 erhalten wir

dimy BY /B, = dimg Ry /Ryt = dufu = graddp,,.

w/v w/v

Es bleibt dimy B#/Bv = dyfy, zu zeigen. Nach 5.3 existiert eine R,-Basis (z1,...,25)
von BY und ay,...,a, € Ry, so daB (aiz1,...,an2,) eine R,-Basis von B, ist. Da-
her ist B#/Bv ~ @ | Ry/Rya; als k-Vektorraum, und wegen Dp/g(a1z1,. .. anzy) =
(a1---an)?Dy k(21 ..., 2n) und 5.1(a) hat man d, = v(ay - - - ay). Mithilfe von 4.5 folgt

n

dimy, B,/Bff = " v(a;)fy = dyfo.
i=1

Aus den Aussagen (b)—(d) &8t sich eine Formel ablesen, um die dr,, direkt zu berechnen.

5.5 KOROLLAR. Fiirv eV ist

(a) dL,v 2 Zw/v(ew/v - 1)fw/v'
(b) Ist v zahm verzweigt in L/ K, so gilt in (a) das Gleichheitszeichen.

BEwEISs. Es gilt

dL,va = gradDL,v = Zdw/vfw = Zdw/vfw/vfm

w/v w/v

also folgt
(a) aus 5.4(b) und
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(b) aus 5.4(c).

a

Nach 5.1(b) und 5.4 ist 9, , = o fiir fast alle v € V. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

5.6 DEFINITION. Der Divisor dy,, € Dy, aus 5.4(a) heifit die (lokale) Differente von v
in L/K. Setzt man alle lokalen Differenten zusammen, so erhdlt man den Divisor 0y, /g =
Y vey 0Lw von L, den wir die (globale) Differente von L/K nennen wollen.

Wir sehen jetzt, dal grad 07/ = >, ¢y drwfo der ‘Korrekturterm’ in der Formel 5.2 ist. Die
Zahlen 2gx — 2 und 2g;, — 2 legen nahe, die Grade der kanonischen Divisoren von K und L
miteinander zu vergleichen. Dafiir miissen wir erkléren, wie wir Divisoren und Differentiale
von K nach L ‘liften’.

5.7 DEFINITION. Sei a = Y ayp, € Dg und b = > bypw € Dr. Wir set-
zen ap = )y Gy Zw/y ew/oPw € Dr. Desweiteren definieren wir kleinere Adlerdume
Ak = {(w)w € AL ¢ Yo = ya, falls w und @ dasselbe v € V fortsetzen} und
Ap/i(b) == Ap(b) N AL k. Dann lifst sich die Spur in L/K durch

Ak — Ak
(Yw)w = (T0)y mit 2y := Sp/ K (Yu) fiir w/v

auf die Adleringe fortsetzen und wird dort ebenfalls mit Sy i bezeichnet.

5.8 LEMMA. Sei 0 # w € Qp und ¢ := (w) + 91/ € Dr.
(a) Fiir a € D ist graday, = ngrad a.
(b) Fir b € Dy, ist die kanonische Einbettung
Apk/(Ay(6) +L) — Ap/(Ar(b) + L)
a+ (A g(b)+ L) — a+ (AL(b) + L)
ein k-Vektorraumisomorphismus.

(c) Firwyp :==woSp/x € Homy(Ap k. k) gilt wp(Ap/k(c) + L) = 0, also definiert wy, nach
(b) ein Differential von L.

(d) (wr)=rc.

BeEwels. (a) Folgt direkt mit 1.23(b).

(b) Zu zeigen ist die Surjektivitét. Wir schreiben b := )" bypuw. Zu B = (2w)w € Ap existiert
nach 1.19 fiir jedes v € V ein y, € L, so daBl w(y, — zw) > —by, fiir alle w/v. Fir a = (yu)w
mit Yy, := y, fiir w/v gilt dann o € Ay /x und a — 3 € AL(b).

(c) Offensichtlich ist wr (L) = w(Sr k(L)) € w(K) = 0. Schreiben wir (w) = >, m,p, und
¢= ., CwPuw, SO ist

Cw = €y /oMy +dysy YU EV, w/v.
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Zu v € V wihlen wir wieder t, € K mit v(t,) = 1. Sei @ = (yu)w € Arx(c), dann gilt

w(Yw) > —Cu YoeV, w/v
- Wty Yw) = —dyyy Yo eV, w/v
= Y € Bf YoeV, w/v
— Sk € R VoeV wh
= v(Sp/x(yw)) = —my Yo eV, w/v
= Sprla) € Apg((w))
— wr(a) = W(SL/K(CV)) = 0

(d) Nach (c) ist schon ¢ < (wr) bewiesen. Sei v € V und w/v fest. Zu zeigen ist, dafl ein
a € Ak (c+ pw) existiert, so dal wr () # 0 ist. Nach 1.19 existiert ein ¢,, € L mit

w(ty) = 1,
W(ty) 0 Vv, @ # w,

und ein y € L mit

(*) w(y) = _dw/v_la
ﬂ}(y) > _dd)/v Vﬁ)/v,ﬂ}#w

Damit ist y ¢ Bf . Folglich existiert ein € B, mit Stk (7y) ¢ Ry. Dabei muf w(z) = 0 sein,
denn sonst wiire t,'x € By, also t,y ¢ B im Widerspruch zu (). Nach Ersetzen von y durch

zy kénnen wir daher v(Sr/x(y)) < 0 annehmen. Wiéhlen wir z € K mit v(z) = —m, — 1,
also v(2/Sr Kk (y)) = —my, und setzen o := (yg)p mit

2 -
. @Y fir w/v
0 falls @ nicht v fortsetzt,

so ist a € A k(¢ +pyw) und wr(a) = w(Sp k(@) # 0.
O

BEWEIS DER GESCHLECHTSFORMEL 5.2. Wir wéhlen w € Qg, w # 0. Mit 4.28(c) und dem
vorangehenden Lemma konnen wir folgern, dafl

291, — 2 = grad (w), = grad ((wr) +01/K) = (29K — 2)n + Z dr v fo-
veV

6 Der Satz von Weil

Den algebraischen Zahlkérpern noch dhnlicher werden algebraische Funktionenkérper, wenn
sie endlichen Konstantenkorper besitzen. Man subsumiert daher diese beiden Klassen von
Koérpern haufig unter dem Begriff ‘globale Korper’. Gemeinsam ist ihnen z. B. die Endlichkeit
der Klassenzahl und der Restklassenkorper.

Es sei K ein algebraischer Funktionenkorper iiber dem endlichen Kérper & := [F, mit g Ele-
menten (g eine Primpotenz), so dal k& der Konstantenkérper von K/k ist. Im Mittelpunkt
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unseres Interesses steht in diesem Abschnitt die von F. K. Schmidt [Sm] eingefiihrte Zeta-
funktion, die analog zur Dedekindschen Zetafunktion, oder genauer: zur vollstindigen Zeta-
funktion eines algebraischen Zahlkorpers (vgl. [Nk, pp. 478, 487]), gebildet wird und deren
Untersuchung uns weitere Informationen iiber K liefert. Wir halten uns im wesentlichen an
[FJ, Chapter 3], mit dem Unterschied, dafl wir die Zetafunktion rein algebraisch als formale
Potenzreihe iiber C einfiihren und behandeln.

Es sei V := V(K/k) die abstrakte Kurve, N := #V;(K/k) die Anzahl der rationalen Punkte,
D := Dk die Divisorengruppe und ¢ := gx das Geschlecht von K. Fiir n € Z bezeichne
C, = {2 € D/(K*) : grad2 = n} die Menge der Divisorenklassen vom Grad n und
ho := ho(K) = #Cly die Divisorenklassenzahl von K.

Wir wissen nicht, ob es zu jedem n € Z auch einen Divisor 0 € D mit gradd = n gibt,
zumindest aber ist das Bild der Gradabbildung grad : D — Z eine Untergruppe von Z. Wir
definieren § € N durch

grad (D) = JZ.

Wir werden spéter sehen, daf tatséchlich § = 1 ist, zunéichst kénnen wir jedoch nur 6|2g — 2
aus 4.28(c) folgern.

6.1 SATZ.
(a) Firn € Ny ist die Menge
{a €D :a>o,grada=n}
endlich.
(b) Die Klassengruppe Cly ist endlich.

BEWwEIS. (a) Es geniigt offenbar, zu zeigen, dafi #{v € V : f, < n} < oo ist. Dies folgt
mithilfe von 4.3 und 1.21(b), da es fiir z € K \ k nur endlich viele normierte, irreduzible
Polynome p € k[z] mit gradp < n gibt.

(b) Wir wihlen n > g, so dafl Cf,, # 0 ist. Fiir festes 2; € (/, haben wir offenbar eine
Bijektion

Gy <

D - D+Ap.
Nach (a) geniigt es, zu zeigen, daf es in jeder Klasse 2 € (/,, einen Divisor a > o gibt. Sei

A € f,, dann haben wir fiir irgendein 9 € 2 nach 4.19(b), dafl dim?d > n+1—g¢g > 1 ist,
also y € K* existiert mit a := 0+ (y) > o.

a

6.2 DEFINITION. Wir setzen A, := #{a € D : a > o,grada = n} und definieren die
Zetareihe oder Zetafunktion von K als die (formale) Potenzreihe

Z(t) = i Ant" € Cl[t]],
n=0

wobei t transzendent tiiber C ist.
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Wir wollen die Koeffizienten der Zetareihe ausrechnen. Offenbar ist Ag = 1, 41 = N und
A, =0 fird [ n.
6.3 LEMMA.

(a) FirA e D/(K*) ist

q—1 =
(b) Sein > 2g — 2 mit §|n, dann ist

n+l—-g 1

A, =1 ho.

qg—1
BeEwEIS. (a) Wir wihlen einen Divisor 0 € 2. Offenbar gilt
acAa>0 < a=0+(y) firein y € L(9) \ {0}.

Dabei ist (y1) = (y2) <= £ € k", also

#L’(D) -1 qdile -1
D/ > = = .
#{a € a>o} e 1
(b) Nach Beweis von 6.1(b) ist #C/,, = hy, also folgt die Formel aus (a), 4.24 und dem Satz
von Riemann-Roch.

a

Nun konnen wir mithilfe der Rechenregeln aus 3.9 leicht zeigen, daB Z(t) eine rationale
Funktion ist.

6.4 SATZ. FEs gilt

mit teilerfremden Polynomen P(t),Q(t) € C[t], grad P(t) < 2(g9 — 14 6) und Q(t) = (1 —
t)(1 - (qt)°).

BEWwEIS. Fiir g = 0 gilt nach 4.20(b) und Teil (b) des vorigen Lemmas

IR TIR - ms _ 1 a ) = o
Z(t)—q_lmzzo(q 5+1_1)t 6_q—1 <1_(qt)6_1_t6) _Q(t)
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und Q(t) wie behauptet. Fiir g > 0 setzen wir F(t) := 21219;02 Apt” und r =1+ (29 — 2)/0
und erhalten nach 6.3(b)

oo

Z(t)—F(t) = Y Apst™
m=r
— ho i (qm6+1fg 1)tm6
q—1 m=r
ho oo 00
_ tr(S <qr6+lg Z (qt)mé _ Z tmé)
a- 1 m=0 m=0

_ M £29—2+6 g1t 1
qg—1 1—(qt)® 1—t9)"

also wiederum

mit Q(t) wie oben und
P(t) = FOQ) + 1223 51— #) - (1= (at)").

In beiden Fillen ist damit grad P(t) < 2g — 2 + 26. Auflerdem gilt fiir jede Nullstelle A € C

von Q(t) entweder \° = 1, also P(\) = %(qa — 1) # 0, oder (g\)® = 1, woraus P()\) =

qh_—olql_g(l — ¢7%) # 0 folgt. Daher sind P(t) und Q(t) teilerfremd. 0

6.5 SATZ. Z(t) hat eine Darstellung als Euler-Produkt

2 =] ﬁ

veV

Das soll heifen, fiir jede aufsteigende Folge S1 C So C ... von endlichen Teilmengen von V
mit Uppen Sm =V (2. B. Sy ={v eV : f, <m}) konvergiert die Folge

i
1—th
’UESm meN

in C((t)) gegen Z(t).

BEwEIS. Fiir jede endliche Teilmenge S von V ist

11 ﬁ SIS =S Ay
n=0

vES vES n=0

An(S) == #{(ny)ves € Ng : vanv =n}=#{ae Zngv cgrada=n} < A,.

veES veSs
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Dabei ist offenbar A,(S) = A,, falls f(S) := min{f, : v € V \ S} > n ist. Fir ei-
ne Folge (Si),,cy endlicher Teilmengen S, € V mit den geforderten Eigenschaften gilt
limy, o0 f(Sm) = oo nach Beweis von 6.1(a), und daher konvergiert

o

1 n
Z(t) - H T — Z (An — An(Sm))t
vVESm n=f(Sm)
in C((t)) gegen 0 fiir m — oo. O

Um mehr herauszufinden, betrachten wir die Konstantenkérpererweiterungen von K/k.

6.6 DEFINITION. Firr € N bezeichne k, den endlichen Oberkérper For von k mit [k, : k] =
r, K, /k. die zugehorige Konstantenkorpererweiterung und Z,(t) ihre Zetafunktion.

6.7 SATZ. Seir € N.

(a) Jede Bewertung v € V' hat genau d, := ggT(fy,,r) Fortsetzungen w nach K,. Fir diese
gilt ey = 1 und fo, 1, = 1/dy.
(b) Fiir die Zetafunktionen gilt die Beziehung
Zt") = [ 2(w).

AeC
Ar=1

BEWEIS. (a) Seiw eine Fortsetzung von v € V nach K. Aus 4.32(a) wissen wir, daf} e,,/, = 1
und ky,, = kyk, ist. Nach Galoistheorie existiert genau ein Zwischenkorper k' von ky,/k mit
[k : k] = my = kgV(fy,r) und dieser enthilt k, und k,. Daher ist k,, = k¥’ und f, Jo =
my/ fo = r/d, =: 5,. Das Ubrige folgt mit 1.23(b).
(b) Zunéchst sei v € V fest. Wéhrend A die r-ten Einheitswurzeln durchlduft, durchliuft
Mv die s,-ten Einheitswurzeln, und zwar jede d,-mal, daher gilt

dy

[Ta-00%={ [T a-mh) =a-em.

Ar=1 uSv=1

Mit (a) und dem Euler-Produkt 6.5 folgt

1 1
2 =111l 7= =11 11 =00k [T zow).

veV w/v vEV AT=1 Ar=1

6.8 KOROLLAR. § =1.

BEWEIS. Sei ¢’ € Ny die Zahl mit grad (D, ) = ¢'Z. Wir schreiben

Z(t) = g() und  Zs(t) = 0
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mit P(t), Q(t), P5(t), Qs(t) € Q[t], Q(t) = (1~ t°)(1—(¢t)°) und Qs(t) = (1~ t7) (1~ (¢°t)")
gemiB 6.4. Wegen Z(t) = Y.0°_, Apst™ = Z(At) fiir jede d-te Einheitswurzel A € C gilt
nach Teil (b) des vorigen Satzes

P(t)°
Q)

Bs(t) s o
On) = Zs(t%) = A‘[l Z(\t) = Z(t)° =

Da P(t) zu Q(t) und Ps(t%) zu Qs(t°) teilerfremd ist, folgt fiir die Bewertung v := v;_; von
C(t):

1 = u(Z5(t%)) = Su(Z(t)) = —d.

In Umkehrung zu 4.20(a) erhalten wir auerdem:

6.9 KOROLLAR. Ist g =0, so ist K = k(z) fir ein v € K.

Beweis. Nach dem vorigen Korollar existiert 0 € D mit grado = 1, also dim0 > 14+1-0=2
nach 4.19(b). Daher gibt es ein y € K* mit a := 9 + (y) > 0. Da auflerdem grada = 1 ist,
muf} a = p, ein Primdivisor sein fiir ein v € V. Auch fiir diesen gilt dim p,, > 2, wir haben
also erneut ein x € K \ k mit (z) + p, > o. Es folgt, daBl p, der Polstellendivisor von z ist
und daher [K : k(x)] = 1 nach 4.15. O

Fortan sei P(t) = Y ppt™ := (1 —t)(1 — qt)Z(t) € Q[t] das Polynom vom Grad < 2g geméi8
6.4. Die folgenden Eigenschaften von P(t) lassen sich leicht nachpriifen.
6.10 BEMERKUNG.
(@) po=1,p =N —(¢+1) und p, = A — (¢ +1)An-1 + qAn—2 firn > 2.
(b) P(1) = hyg.
Beweis. (a) Da
P(t) = (L—(q+1)t+qt*)Z(t)

= Ao+ (A1 —(q+ DAt + Y (An — (q+ 1) A1 + gAn_o)t"

n=2
ist, ergibt sich die Behauptung durch Koeffizientenvergleich.

(b) Fiir g = 0 folgt die Behauptung aus (a) und 4.20(b). Ist g > 0, so haben wir nach (a)
und 6.3(b)

2g
n=0

2g 2g—1 2g—2
= Y A (q+D)D Ata ) A,
n=0 n=0 n=0
= Ayy—qAzg 1
¢t —1—q(¢? - 1)
q—1

= ho.
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Mithilfe der folgenden Funktionalgleichung l&8t sich P(¢) genauer analysieren.

6.11 SATZ.
(a) Z(t) erfillt die Funktionalgleichung

_ 1
Z(t) = (Vat)* 2Z(£).
(b) P(t) erfillt die Funktionalgleichung
1
P(t) = ¢)t*P(—).
() = ap()
BeEwels. (a) Fiir g =0 ist
N
(1—t)(1—qt)’

und die Funktionalgleichung 148t sich direkt nachrechnen. Fiir ¢ > 0 kénnen wir nach 6.3
schreiben:

Z(t) = Zo(t) :=

[e.e]

Z(t) — — Z (qdimQ( _ 1)tgrad21 + ho Z (qn+1—g _ 1)tn
4 AcD/(K*) n=2g-1
0<grad A<L2g—2
F(t)+ G(t)
qg—1
mit
F(t) — Z qdim Qltgradgl
0<grad A<L2g—-2
und

= n+l—gin = n qthg—l 1
G(t) == hyg Z q t—Zt = hy 11
n=0

n=2g—1

Man rechnet direkt nach, dafl

G(t) = mw?ﬂc:(qlt)

ist. Sei € := €k die kanonische Klasse von K. Um zu zeigen, dal F(t) ebenfalls die Funk-
tionalgleichung erfiillt, benutzen wir den Satz von Riemann-Roch in der Version 4.28(a) und
die Tatsache, dafl mit 2 auch € — 2 die Menge ig: _02 C, durchliuft:

F(t) _ Z qdim(Gle)Jrgrad A+1—gygrad A
0<grad A<2g—2
_ Z qdim Equflfgrad %t2g727grad B

0<grad B<L2g—-2

- wt)?g—?zf(;).
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(b) Ist Zy(t) wie oben die Zetafunktion des rationalen Funktionenkérpers, so kénnen wir
mithilfe von (a) folgern, daf

Z@t)  (Va)*?Z(L) 1
Py = 20 W ) el
o)~ () 2Zo( %) at
O
6.12 KOROLLAR. Fiir 0 <n < 2g gilt p, = ¢" " Ipag—n. Insbesondere ist grad P(t) = 2g.
BEWEIS. Aus der Identitét
2g 1 29 29
2 - 29— -
antn = qgt gP(&) = Z qg npnt I = an gp2g—ntn
n=0 n=0 n=0
folgt die behauptete Formel durch Koeffizientenvergleich. Insbesondere ist pag = ¢7. O

6.13 DEFINITION. Wir schreiben

2g
P(t) =[] —wit),
i=1
wobei wy, ... ,way € C die Weil-Zahlen von K genannt werden.

Da P(t) € R[t] ist, treten die nicht-reellen Weil-Zahlen in konjugiert komplexen Paaren auf.
Da auerdem Hfi L wi = q9 > 0ist, ist die Anzahl sowohl der positiven als auch der negativen
reellen Weil-Zahlen gerade.

Die folgende Aussage iiber die ‘Grofie’ der Weilzahlen kann als das Analogon zur (bisher unbe-
wiesenen) Riemannschen Vermutung aus der algebraischen Zahlentheorie angesehen werden.

6.14 Satz vON WEIL. FEs gilt |w;| = \/q fir 1 <i < 2g.

Ich mdchte diesen sehr wichtigen Satz hier aus Zeitgriinden nicht zeigen und verweise den/die
LeserIn daher auf den mit modernen Methoden gefithrten Beweis in [FJ, p. 35ff]. Wir wollen
jedoch noch einige Konsequenzen des Satzes von Weil festhalten.

6.15 KOROLLAR.
(a) Fir die Anzahl der rationalen Punkte von K/k gilt die Abschitzung
IN = (¢+ 1] <294
(b) Fiir die Klassenzahl von K lafst sich durch
(VA— 1% < ho < (V+ 1)
eine Grifienordnung angeben.
(c) Die Weilzahlen lassen sich so ordnen, daff wyi; = w; ist fir 1 <i < g.

BEWwEIS. (a) Wegen 6.10(a) und | >, wi| <>, |wi|.
(b) Wegen 6.10(b) und |w;| — 1 < |1 — w;| < |w;| + 1.
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(c) Nach den Uberlegungen vor dem Satz von Weil.
O

Dem néchsten Lemma zufolge gilt der Satz von Weil genau dann fiir K/k, wenn er fiir eine
Konstantenkorpererweiterung K, /k, gilt.

6.16 LEMMA. Seir € N. Fir P.(t) :== (1 —¢)(1 — ¢"t)Z,(t) gilt

2g

Pot) =[]0 - wit).

i=1

Bewels. Mithilfe von 6.7(b) erhalten wir

P(t) = (1-1")(1—(qt)")Z:(t")
= JI = )1 - rt)z(x)
Ar=1
= J[ Pw
AT=1
2g
= JI T @ = wit)
i=1Ar=1
2g
= Tl - @)
i=1
und daher auch
2g
Pt = [ (1 - wit).
i=1
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Teil III
Zyklotomische Funktionenkorper

Wir kommen nun zum eigentlichen Thema dieser Arbeit. Ausgehend von dem rationalen
Funktionenkorper Fy(z) konstruieren wir zu den klassischen Kreisteilungskorpern analoge
Erweiterungen, die zyklotomischen Funktionenkorper. Dabei folgen wir in den Abschnitten 7
bis 10 zunéchst Hayes [Hal, der selbst nach einer urspriinglich von Carlitz [Ca] stammenden
Idee vorgeht, und verallgemeinern seine Resultate iiber Bewertungen, Ring ganzer Funktio-
nen und Geschlecht der zyklotomischen Funktionenkorper unter ergénzender Hinzuziehung
der beiden Arbeiten [GR1] und [GR2] von Galovich und Rosen. Abschliefend greifen wir in
Abschnitt 11 die von Quebbemann [Qb] durchgefiihrte asymptotische Untersuchung der Klas-
senzahlen zyklotomischer Funktionenkorper auf, die wir in gleicher Weise verallgemeinern.
Fortan bezeichne K den rationalen Funktionenkorper in einer Variablen iiber dem endlichen
Korper k := F; mit ¢ Elementen, = eine Unbestimmte {iber k, so da8 K = k(z) ist, und
R = k[x] den zugehorigen Polynomring. Sei auerdem u eine Unbestimmte iiber K.

7 Carlitz-Moduln

In der klassischen Theorie hatte man fiir m € N an Q die Gruppe der m-ten Einheitswurzeln
adjungiert. Diese kann aufgefafit werden als der Torsionsuntermodul des Z-Moduls C* unter
der Skalarmultiplikation z +— 2. In dhnlicher Weise lassen wir nun die Elemente von R auf
dem algebraischen Abschlul K von K, und zwar diesmal auf der additiven Gruppe (K, +),
linear operieren. So erhalten wir zu jedem M € R einen — wie in der klassischen Theorie
— endlichen, zyklischen Torsionsuntermodul Ajy; des R-Moduls K, dessen Erzeugende den
primitiven m-ten Einheitswurzeln entsprechen.

Der Frobeniusautomorphismus ¢ mit ¢(z) = 27 und die Abbildung x mit x(z) = zz sind
k-Vektorraumendomorphismen auf (K, 4). Wir fassen k in iiblicher Weise als Teilmenge der
k-Algebra Endg(K) auf und betrachten den Einsetzungshomomorphismus

R — Endyg(K)
M — M(e+Xx)
Er ist, wie wir gleich sehen werden, injektiv. Sein Bild k[p + x] ist eine k-Unteralgebra

von Endy(K), die wiederum k enthilt. Offenbar wird also K zu einem R-Modul mit der
Skalarmultiplikation

RX? — F
(M,z) — Moz:=(M(p+Xx))(2).
Man beachte, daB fiir a € k hierbei a0 z = az gilt.

7.1 SATZ. Fir M € R mit grad M = d existieren Polynome [Aﬂ e [Acﬂ € R mit

grad [Af] = (d—1i)¢" fir0<i<d, []\ﬂ =M, []\j] = Leitkoeffiezient von M und

d
Moz:Z[M} 24 VzeK.
i
i=0
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Fiir unsere Unbestimmte u setzen wir ebenfalls Mou := ¢ ]\Z/[ u?" € R[u]. Die Injektivitit

des Einsetzungshomomorphismus oben folgt sofort aus dem Satz: Ist M (¢ + x) = 0, so ist
K die Nullstellenmenge des Polynoms M o u. Wegen #K = oo mul M ou = 0, insbesondere

M = Hﬂ = 0 sein.

BEWEIS VON 7.1. Es geniigt, die Behauptung fiir M = 2% zu zeigen. Fiir beliebiges M ergibt
sie sich dann aus der Implikation

d ’ d il . A 2 _
M:Zajxj,ajekz:Moz:Zaj [i}quzz Zaj[i] 29"
=0

§=0 j=0 i i=0 \ j=i

Im Fall M = z¢ fithren wir vollstédndige Induktion iiber d. Die Behauptung ist klar fiir d < 1.
Fiir d > 1 ergibt sie sich aus dem Induktionsschlufl

2oz = zo(z?

a

7.2 KOROLLAR. Sei 0 # M € R. Das Polynom M o u € Ru] ist separabel. Der Torsions-
R-Modul

AM::{ZEF : Moz=0}
hat ¢&24M  Elemente.

BewEs. Wegen (M ou)' = [1‘04] = M # 0 hat M o u keine mehrfachen, also genau ¢&?4

verschiedene Nullstellen. O

7.3 DEFINITION. Fiir0# M € R heifit der R-Modul Aps aus dem vorhergehenden Korollar
der Carlitz-Modul von M. Wir wollen auferdem A}, :={\X € Apr © Ay = Ro A} fiir die
Menge seiner Erzeugenden schreiben.

Man beachte, da8 A, = A}, = {0} ist fiir « € k*. Ist M € R ein lineares Polynom, so hat
man Ay = kX fiir 0 # XA € Apr nach 7.2, also wiederum A%, = Apr \ {0} # 0. Wir werden
gleich sehen, da allgemein A}, fiir 0 # M € R nicht leer, d. h. Ajs ein zyklischer R-Modul
ist. Dazu zunéchst ein Lemma.

7.4 LEMMA. Seien 0# M,N,Q € R mit M = NQ.
(a) Der R-Modulhomomorphismus
Ay — Ay
o= Qop
ist surjektiv und hat den Kern Aq.
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(b) Ist A€ Ay, soist Qo X e Ajy.

BEWEIS. (a) Zu zeigen ist die Surjektivitit. Sie folgt aus

grad M aN
#(Au/h) = gmgg = = #Ax.

(b) Sei A € A}, also Ay = Ro A, und v € Ay beliebig. Nach (a) existiert ein A € R mit
v=Qo(AoA)=Ao(Qo)X) € Ro(QoN).
a

7.5 SATZ. Sei 0 # M € R.

(a) Schreiben wir M = o[]i_; P/ mit o € k*, r € No, n; € N und paarweise verschiedenen
normierten, irreduziblen P; € R, so ist

Ay =P Apn.
i=1
(b) Ay ist ein zyklischer R-Modul.

BEWEIS. (a) Sei N; :== M/P/"". Wegen P;"|M ist Apri C Aps. Sei umgekehrt p € Ay, also
Mop = 0. Wegen ggT(Ny,...,N,) =1 existieren B, S ,B, € Rmit Y ;| B;N; = 1. Setzen
wir p; := (BjN;) o, soist >, i = pund P op; = Bijo(Mop)=0,alsop €y i | Apni.
Die Direktheit der Summe zeigen wir durch vollstdndige Induktion nach r. Fiir r = 1 ist nicflts
zu zeigen. Sei r > 1 und u; € A Pl beliebig mit >;_; y; = 0. Nach Induktionsvoraussetzung
ist

T
Ay, =P Apni.
=2

Wegen ggT (P, Ni) = 1 existieren A,B € R mit AP/" + BN; = 1, und wegen p; =
— > i o i € Apm N Ay, folgt also iy = Ao (P o u1) + Bo(Nyopu) =0 und damit nach
Induktionsvoraussetzung auch po = --- = p, = 0.

(b) Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten. Sei zundchst M = P™ mit n € N, P €
R normiert, irreduzibel, und d := grad P. Wir fithren Induktion iiber n. Fir n = 1 ist
Ay = Ap in natiirlicher Weise ein (R/RP)-Vektorraum, der wegen #Ap = ¢¢ = #(R/RP)
die Dimension 1 hat, also ein zyklischer (R/RP)-Modul und damit erst recht ein zyklischer
R-Modul. Fiir n > 1 ist der R-Modulhomomorphismus

AP’ﬂ — Apnfl
p = Pop
surjektiv nach Teil (a) des vorangegangenen Lemmas, also existiert nach Induktionsvoraus-
setzung ein A € Apn mit
Po )\ S A*P”71 .

Unser Ziel ist, Apn = Ro X zu zeigen. Sei 4 € Apn beliebig. Wegen Pop € Apn-1 existiert ein
A€ Rmit Popy=Ao(Po)),d. h. u— Ao\ € Ap. Da nach Teil (b) des Lemmas auflerdem
P loX=P"20(Po)) € A} ist, existiert ein B € Rmit u— AoX= Bo(P" o)), und
wir erhalten p = (A + BP" ') o A € Ro )\, womit gezeigt ist, da Apn zyklisch ist.



7 Carlitz-Moduln 53

Im allgemeinen Fall schreiben wir M wie in (a). Nach dem ersten Beweisschritt sind die A pn;
zyklisch, etwa A pni = Ro \;. Wegen P/ € J; := anng(\;) = anng(Apn ) ist J; + J; = R fiir
1 <1< j <r, also nach dem chinesischen Restsatz

R/ '01 Ji =~ '1:[1 R/J; ~ 6_91 Apri mit den Isomorphismen

A+ NJi = (A+Jdii<i<r
i—1

1=

(Ai + Ji)i<i<r — Y. Ajo\.
=1

Nach (a) ist folglich Apy = Ro A mit A= )"7 | \;.
a

Fiir 0 # M € R sei A € A}, und J := anng(\) = anng(Apr). Wie schon im vorangegangenen
Beweis fiir die P, benutzt, ist die Abbildung
R/J — Ay
A+J — Ao
bekanntlich ein R-Modulisomorphismus, wobei Ao € A}, < A+J € (R/J)* gilt. Wegen
M € Jund #(R/J) = #Ay = ¢8?M = #(R/RM) muB J = RM sein. Es dringt sich eine
aus der algebraischen Zahlentheorie bekannte Definition auf.

7.6 DEFINITION. Fiir 0 # M € R heifit (M) := #(R/RM)* = #A}, die Eulerfunktion
von M.

Im weiteren Verlauf werden wir noch einige Eigenschaften der Carlitz-Moduln benutzen, die
wir hier kurz zusammenfassen wollen.

7.7 LEMMA.
(a) Sind 0 # M, N € R teilerfremd, so gilt (M N) = ¢(M)p(N).
(b) Fiir n € N und irreduzibles P € R mit d := grad P ist ¢(P") = (¢* — 1)¢™ V¢ und
Ny = Apn \ Apn-1.
(c) Fir0# M € R hat man eine disjunkte Vereinigung
A= U AN

NER normiert
N|M

BeEweIs. (a) Nach dem chinesischen Restsatz ist (R/RMN)* ~ (R/RM)* x (R/RN)*.

(b) Wegen A+RP™ ¢ (R/RP™)* <= P|Aist (R/RP")* = (R/RP™)\(RP/RP"), auflerdem
ist (RP/RP™) ~ (R/RP" ') als R-Modul, also ¢(P") = ¢"¢ — ¢("=14, Der zweite Teil der
Aussage folgt wegen Apn, € Apn \ Apn—1 und aus Anzahlgriinden.

(c) Fir 0 # N,N’ € R normiert mit N # N’ ist Ay N A}, = 0, denn A € A N A},
wiirde Ay = Ro A = Ay und damit N owu = [,y (u—p) = N’ ou, insbesondere

N = [JH = {]\(ﬂ = N’ implizieren. Also ist die Vereinigung disjunkt. Aus N|M folgt

Ay D Ay, also ist
Ay 2 U Ay

N€R normiert
N|M
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klar. Sei umgekehrt pu € Apr. Da R Hauptidealring ist, existiert ein normiertes Polynom
N € R mit anng(u) = RN. Es folgt RM = anng(Ays) C anng(pu) = RN, also N|M, und
wegen R/RN ~ Ropu C Ay ~ R/RN ist Ay = Rop, also € A}y

O

8 Die Galoisgruppe

Analog zu den klassischen Kreisteilungskorpern konstruieren wir nun aus K durch Adjunktion
des im vorigen Abschnitt besprochenen Carlitzmoduls A; den M-ten zyklotomischen Funk-
tionenkdrper iiber K. Wir werden sehen, dafl es dabei schon geniigt, nur irgendein A € A},
zu adjungieren, dafl K(\)/K galoissch und daf die Galoisgruppe zu (R/RM)* isomorph ist,
daf3 also alles so ist, wie wir es von der klassischen Theorie her kennen.

Es sei im folgenden stets 0 £ M € R.

8.1 DEFINITION. Der Korper Ky := K(Apr) soll als M-ter zyklotomischer Funktio-
nenkérper (iiber K) bezeichnet werden. Wir setzen Gy := Aut(Ky/K).

8.2 SATZ. Sei A € A};. Ky/K st eine endliche Galoiserweiterung mit Ky = K(X). Gy
ist isomorph zu einer Untergruppe von (R/RM)*, also abelsch.

BeEwEIs. K)s/K ist als Zerfallungskorper des separablen Polynoms M o u eine endliche Ga-
loiserweiterung. Sei o € Gar. Wegen Ayy = Ro A C R[N C K()) ist Ky = K()), also ist o
eindeutig durch o(\) bestimmt. Mit A ist auch o(A) Nullstelle von M o u, also

o(A) = Ay o XA mit A, € R,

und A, ist modulo M eindeutig bestimmt. A, ist unabhéingig von der Wahl von A, denn fiir
w=DBol\ist

o(p) =0(BoX)=Boog(\) =Bo(Ays0\) =A,0 .

Ay + RM ist eine Einheit in R/RM, denn es ist A = o(07}(\)) = Ay 0 (A,-10A) =
(AsA,-1) 0o A, also A, A,-1 —1 € anng(\) = RM. O

Unser Ziel ist, zu zeigen, daf wie im klassischen Fall Gy ~ (R/RM)*, also [Ky; : K] = ¢(M)
ist. Hierfiir beweisen wir zunéchst zwei Lemmata.

8.3 LEMMA. Sei L := Ky, A € A}, P € R normiert, irreduzibel mit P | M und v := vp,
dann gilt:

(b) Ry[A] ist der ganze Abschluf$ des Bewertungsrings R, in L.

(c) v ist unverzweigt in L/ K.

BEWEIS. (a) A ist ganz iiber R nach 7.1. Sei ® € R[u] das Minimalpolynom von A iiber
K und m := grad® = [L : K|. Nach dem Lemma von Gauf} existiert ein ¥ € R[u| mit
M owu = ®W¥. Nach 7.1 und 1.4(a) gilt damit

M™ = Npic((M ou)' (X)) = Ny (®'(\) Ny (T (N)).
Wegen Ny /g (®'(N)), Np/x(¥(N) € R folgt P [ Np,i(®'())), also mithilfe von 1.25 die Be-
hauptung.
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(b)—(c) Nach (a) und 1.26.
a

8.4 LEMMA. Sei M = P™ mit P € R normiert, irreduzibel und n € N, w eine Fortsetzung
von v :=vp nach L := Ky und X\ € Ay;. Dann ist w(A) =1 und e, = (M) = [L : K].
BEWEIS. Sei B der ganze Abschlufl von R in L. Esist Mou = Po(P" lou) = (P" lou)®
mit § = Y &rad” [P} (P~ Low)?~1. Nach 7.7(b) ist A%, die Nullstellenmenge von @, folglich

i

() P_[ﬂ_@(o)_i II ~

HEAY,

Fiir A € R gilt u|A o u in R[u], also auch p|A o p in R[] C B fiir alle u € Aps. Daher sind
die Elemente von A}, zueinander assoziiert in B, und wir kénnen () reduzieren auf

P =M it ¢ € B*.
Wegen w(e) =0 ist
P(M)w(A) = w(P) = ey < [L: K].
Zusammen mit 8.2 folgt die Behauptung. )

8.5 SATZ.

(a) [Kn : K] =¢(M).

(b) Die Abbildung
(R/IRM)" — Gy
A+RM — o4

mit c4(X) := Ao X fiir A € A}, ist wohldefiniert und ein Gruppenisomorphismus.

BeEweIS. (a) Durch vollsténdige Induktion nach d := grad M. Fiir d = 0 ist K = K); und
¢(M) = 1, also die Behauptung trivial. (Fiir d = 1 folgt sie aus dem letzten Lemma.) Sei
d > 1 und P € R ein normierter, irreduzibler Teiler von M. Wir schreiben M = P"™N mit
P | N € Rundn € N. Nach dem letzten Lemma ist vp total verzweigt in K pn und nach 8.3(c)
unverzweigt in K /K, folglich total verzweigt mit Verzweigungsindex 1 in (Kpn N Ky)/K,
d. h. nach 1.23(b):
(*) KPnﬂKN:K.
Nach 7.5(a) ist Ay = Apn+Ap, also Ky = Kpn K. Daher ist der Gruppenhomomorphismus

Aut(KM/Kpn) — Aut(KN/K)

7 = ol

injektiv. Sei H sein Bild, dann ist Fix(Ky, H) = K wegen (), also H = Aut(Ky/K) und
[Kar: Kpn] = [Ky @ K]. Nach Induktionsvoraussetzung und 7.7(a) folgt nun

Kar < K) = [Kpn < K)[Ky : K] = 6(P")g(N) = o(M).
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(b) Folgt aus (a) und dem Beweis von 8.2.
O

Wie in der klassischen Theorie kénnen wir ‘Kreisteilungspolynome’ definieren. Es gilt auch
die von dort bekannte Rekursionsformel.

8.6 KOROLLAR UND DEFINITION.
(a) @y = H/\EARI (u—M\) € Ru] ist irreduzibel in K[u] und heifst M-tes zyklotomisches
Polynom iiber K.
(b) Fiir P € R normiert, irreduzibel und n € N ist P" ou = (P" "1 o u)®pn und ®pn ein
Eisensteinpolynom iiber R beziiglich P.
(c) Ist M normiert, so gilt
Mowu= H Ddy.

NER normiert
N|M

BEWwEIS. (a) Sei A € A}, und ® € R[u] das Minimalpolynom von A iiber K. Nach 8.5(b) ist
ANyy={AoX: A+RM € (R/RM)*} ={o()\) : 0 € Gy} die Nullstellenmenge von @, also
S =Py,
(b) Die erste Aussage folgt aus (a) und 7.7(b). Zum Beweis der zweiten Aussage schreiben
wir @pn = Y1 Fyu' mit m := ¢(P") und F; € R. Nach 8.4 gilt fiir die Fortsetzung w von
vp nach Kpn:
wA) =1 Ve Apa.

Nach Definition von ®pn folgt w(F;) > 0, also P|F; fir 0 < i < m, und nach der ersten
Aussage und 7.1 ist Fy = P.
(c) Folgt aus 7.7(c).

d

Von wesentlicher Bedeutung fiir die ndchsten Abschnitte ist noch ein Zwischenkorper von
Ky /K, der dem maximalen reellen Teilkorper in der klassischen Theorie entspricht.

8.7 DEFINITION. Sei M € R\ k. Nach 8.5(b) kénnen wir dann k* als Teilmenge von Gy
auffassen. Wir wollen Ky, := Fix(Kyr, k*) als den reellen Teilkérper von Ky bezeichnen.

Die Ubereinstimmung in der Schreibweise mit dem in Abschnitt 2 eingefiihrten Trigheitskor-
per ist nicht ganz zuféllig. Man kann sich in der Tat mithilfe der Ergebnisse des folgenden
Abschnitts 9 leicht iiberlegen, daf3 K]\J;[ der Trigheits- (und Zerlegungs)korper der Gradbe-
wertung v in Kpr/K ist (vgl. [GR1, p. 366]).

8.8 LEMMA. Sei M € R\ k und A € A},;. Es gilt:
(@) [Kym: Kil=q-1.
(b) K, =K\,

(c) Ist z € K}, mit 0(2)/z € K, fir alle 0 € Aut(Ky/K},), so hat z eine (eindeutige)
Darstellung

2 =2T)\

mitz*’EK;\r/[ und 0 <1< q—1.
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BeEweIs. (a) Nach Galoistheorie.

(b) Wegen o4 (A1) = (@X)?7! = X971 fiir alle o € k* ist A1 € K/, also
KW\TY C K.

Andererseits ist Ky = K(A71)(\) und A Nullstelle von v~ — A7t € K (A7 1)[u], damit
Ky : KOTH] < g —1.

Also ist K, = K(\71) nach (a).

(c) Sei a € k mit k* = (o) und o := 0,. Nach Voraussetzung ist ¢ := 0(z)/z € K;;. Gemif

(a) und (b) hat z eine eindeutige Darstellung z = Zg;g YA mit yo, ..., yq—2 € K;;, und wir
erhalten wegen o(\) = a\:

q—2 q—2 q—2
Zeyi)\’ =ez=o0(z) = Zyia()\l) = Zalyi)\l.
=0 =0 1=0

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich fiir 0 <7 < ¢ — 1:
e =o' oder y; = 0.

Nach Wahl von a muf} y; = 0 fiir alle bis auf ein ¢ sein.

a
8.9 BEISPIEL. Ist M ein normiertes, lineares Polynom, so ist ®3; = u9~! + M, also sowohl
K}, = K als auch Ky = K(“v/—M) = k( “v/—M) ein rationaler Funktionenkérper.
9 Die Bewertungen

Sei weiterhin 0 # M € R. Wir wollen in diesem Abschnitt das Fortsetzungsverhalten der
Bewertungen von K nach Kj; untersuchen. Fiir die endlichen Stellen haben wir den folgenden,
aus der klassischen Theorie vertrauten Sachverhalt (vgl. [Nk, p. 64]).

9.1 SATZ. Sei P € R normiert, irreduzibel und w eine Fortsetzung von v := vp nach K.
Schreiben wir M = P"N mitn € No und P | N, so ist ey, = ¢(P") und f,,, die Ordnung
von P+ RN in (R/RN)*.

BEWEIS. Sei ¢’ die Fortsetzung von v nach Ky mit w/v’. Nach 8.3(c), 8.4 und Beweis von
8.5 ist

Cw/v = Cw/v! = [KP” : K] = ¢(Pn) = [KM : KN]
und
fw/v :fv’/v'

Sei o € Gy der Artinautomorphismus von v in Ky/K geméfl 2.6, dann ist fy/, = # (o),
und nach 8.5(b) ist nur noch o = op zu zeigen. Sei d := grad P, also #k, = ¢%, und v € Ay
Nach Definition ist o(v) — 17" € P, und nach 8.6(b) ebenfalls P ov — 1" € P, daher

o(v)—Pov e Py.
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Wegen N ou=1]] c,,(u—p)und P [ N gilt andererseits

I (00) — 1) = (Nou)(o(w) = N ¢ Py.
en)

Daher mufl op(v) = Pov = o(v) sein. O

9.2 BEMERKUNG.
(a) Mit den Bezeichnungen des Satzes gilt N|PTw/v — 1, also
fw = grad (wa/” — 1) > gradN.

(AuBerdem ist noch fy,/,|¢(N) zu beachten.) Ist insbesondere M irreduzibel, so hat Ky,
aufler den Fortsetzungen der Gradbewertung v, (die sich als rationale Punkte von Ky,
herausstellen werden) keine Bewertung vom Grad < grad M.
(b) Im Fall ¢ = 2 148t sich (a) noch verschérfen. Ist nimlich N(0) = N(1) = 1, so gilt fiir
nicht-lineares P wegen x% + £L‘|wa/” — 1 sogar

fw > grad N + 2.

Insbesondere ist fiir irreduzibles M vom Grad d > 2 die Fortsetzung von vy; nach K, die
einzige Bewertung von Kj; vom Grad d. Gilt iiberdies d + 1} 2? — 1, so hat Kj; keine
Bewertung vom Grad d + 1.

Auch der Ring der iiber R ganzen Funktionen von Kj; bzw. K;\r/[ hat die von den klassischen
Kreisteilungskorpern her zu erwartende Form (vgl. [Wh, pp. 11, 16]).

9.3 SaTz. Sei M € R\ k, P € R normiert, irreduzibel, v := vp, B, bzw. B der ganze
Abschlufy von R, bzw. R in Ky und B} bzw. BT der ganze Abschluf von R, bzw. R in
K. Fiir A € Ny, und AT := X071 gilt:

(a) By = Ry[.
(b) B = R[\.
(c) Bf = R,[AT].
(d) BT = R[\Y).

BEWEIS. (a) Wir schreiben wieder M = P"N mit n € Ny und P | N. Seien vy, ...,v, die
Fortsetzungen von v nach Kpy. Aus dem Beweis des vorangegangenen Satzes geht hervor,
daB v; total verzweigt in K/ Ky ist. Sei also w; die Fortsetzung von v; nach Kj; und w die
Fortsetzung von v nach Kpn, dann ist

(1) ew;pu; =m = ¢(P") = [Kn : Kn]
und
(2) Cw; fw = L.

Wir wihlen 7 € A}, und v € A%, Nach 8.3(b) ist A, := R,[v] der ganze Abschlufl von R,
in Ky. Wegen A € Apy = Apn + Ay C R[m,v] C R[] gilt weiter:

3)  Aulr] = Rolm, v] = Ry[A]
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und

(4) Kyn(m)=K(m,v)=K(\) = Kp.

Sei z € Ky ganz iiber R,. Wegen (4) und (1) konnen wir z = E;":_Ol a;m) mit a; € Ky
schreiben. Da w;(7m) = w(7) = 1 nach (2) und 8.4 sowie w;(a;) = mv;(a;) € mZfir0 < j <m
aufgrund von (1) gilt, ist

0 < w;i(z) = min{w;(a;7?) : 0 < j <m}
nach 1.13(c), also 0 < wj(a;) = mv;(a;) fir 0 < j < m. Somit haben wir a; € (_; Ry, = Ay
fiir 0 < j < m, also (3) zufolge z € A,[r] = Ry[\] gezeigt.
(b) Fiir z € K gilt nach 4.3(d) und (a):

z € B <= z ganz iiber R = ﬂ R, <= z¢€ ﬂ R,[A\] = R[]

V# Voo VF Voo

(c) Sei z € K;;. Nach 8.8(b) kénnen wir z = 2 aj(AT)? mit a; € K schreiben, und nach
(a) gilt

z€ B} < 2€B, & Vj:aj €R,.
(d) Geht wie (c).

O

Es bleibt noch die Gradbewertung v., beziiglich x von K zu untersuchen. Der folgende Satz
verallgemeinert [Ha, Theorem 3.2] fiir ein beliebiges Polynom M € R\ k und beriicksichtigt
zugleich den reellen Teilkoérper. Der Beweis ist unter stédrkerer Ausnutzung des Newtonpoly-
gonverfahrens gegeniiber dem von Hayes angegebenen wesentlich vereinfacht (vgl. [Ha, pp.
83-85]).

9.4 SATZ. Sei M € R\ k und w bzw. wt eine Fortsetzung von v := vy nach L := Ky

baw. LT := K3, mit w/w*. Dann gilt

(@) eyt /v = futjo =1, d. h. v ist total zerlegt in L /K, und

(b) eyjwt =q—1=I[L: L], d. h. w' ist total verzweigt in L/L".

BEWEIS. Sei K bzw. L bzw. L+ die Komplettierung von K bzw. L bzw. L* nach v bzw. w
bzw. wt und seien ¥ und @ die kanonischen Fortsetzungen geméf 3.8.

g
(a) Fir N € R\ {0} setzen wir ¥y := Efi%dN [N} w1 . Damit ist N ou = uWy (ud™1),

i
also
(x) Qv={\"1:0#)€ Ay}
die Nullstellenmenge von Wy . Sei d := grad M. Nach 7.1 und 3.12 ist

i) = { (2= ~@- i) s 0<i<df
das Newtonpolygon von ¥, und

d—i+1)g~1 = (d—i)g
o= ATIADT T 2@y ), 1<i<d
q
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sind die Steigungen seiner Kanten, da diese streng monoton zunehmen. Aus 3.13 ergibt sich,
daBl ¥, eine Nullstelle AT in K hat mit

BAT) = —m = ([d—1)(g—1) - L.

Nach (x) existiert ein A € Ay mit AT = N~L Fiir N € R mit grad N < d haben alle
Nullstellen » € K von ¥y nach den gleichen Uberlegungen wie fiir ¥y, Bewertung v(v) <
(grad N — 1)(¢ — 1) — 1 < &(A\T"). Daher ist AT ¢ Qp, also A ¢ Ay fiir alle echten Teiler N
von M. Mit 7.7(c) folgt A € A%, und mit 8.8(b) dann LT = K(AT). Nach 3.10(b) muf} also
L+ = K sein, woraus nach 3.10(a) und 1.23(b) die Behauptung folgt.

(b) Nach (a) und 3.10(a) ist €g/5 = €/t - Mit A und At wie in (a) ist daher (¢ — 1)w(\) =
ew/wtV(AT). Wegen ggT(q — 1,9(A")) = 1 muB ¢ — 1]e,,+ gelten, also

q—1<ey/+ <[L:LT]=q—1.

9.5 KOROLLAR. k ist der Konstantenkérper von Kyr/k.
BEWEIS. Folgt nach 4.7(c) direkt aus dem vorhergehenden Satz. |

Fiir irreduzibles M 148t sich ein Beweis von 9.4 ohne Komplettierungsmethoden angeben. Er
ist jedoch etwas technisch und wird den Rest dieses Abschnitts fiillen. Wir bendtigen zwei
Lemmata. Durch Verschirfung der Abschéitzungen bei [GR1, p. 372] gelangt man zu der
folgenden Aussage.

9.6 LEMMA. Sei M € R\ k, ST die Menge der Fortsetzungen von v := vs nach Kz\tp
A€ Ay, und X = X171 Fiir wt € St gilt entweder wt (A1) >0 oder wt (A7) = —et .-

BEWEIS. Sei o. B. d. A. M normiert. Wir setzen e := e+, und d := grad M. Fiir d = 1 ist

M ou=u?+ Mu, also AT = —M und damit w™(AT) = —e. Sei also von nun an d > 2. Aus
d

i a =1
7.1 ergibt sich 0 = Z?:o [M} A?~1. Nach Division durch 1 erhilt man

i

d )
‘-1

M) 0= Fi- (/o)

mit F; =x o1 [Aﬂ7 also Fy =1,

¢ — ¢ , Tgdi

(2) v(F;) = 1 ¢'(d—i)=¢ [ql —d+ z} > 0, speziell
(3) wv(Fy—1) = 0 und

@) v(Fa2) = ¢ (g 1)

Aus (1) und (2) folgt auBerdem, dafi A*/z ganz iiber R, ist, daher

(5) wt(\T/z) > 0.
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Weiter gilt fiir 0 < i < d:
d—i—1 _ 1

qg—1

v(F) —v(Fy1) = ¢ [ p —d+i] _ gt [CI

d—1 d—1
"1 ¢ —q )
= 4 - —1)(d—1i) —
q { ) 1 + (g —1)(d—1) q]

= ¢'(¢q—1)(d—i—1)>0,

—d+i+1]

also
(6)  o(F) = v(Fit).
Wir unterscheiden nun zwei Falle.

(a) d =2 oder ¢ > 2: Aus (1) ergibt sich

¥
[N}

qd—171 -1

[ B | 0 )T = 3R (0 )T

@
Il
=)

also nach (5), (6) und (4)
d-1

q _1w+ + /o
- (A" /z)

wt (/)T + Fa ) +

-1
> min{w(F) qiluﬁ(ﬁ/x) L0<i<d—2)
q —_—
> min{fwt(F) : 0<i<d-2}
= ¢" (gD
Mit (3) und (5) folgt, dafl w™ (AT /z) = 0 oder
d—2
iyt d—2 (g —1)? ¢ " +q-2
wrA/E) 2 -1 ¢
ist, und somit haben wir w™ (A1) = —e oder w™ (A1) > 0.

(b) d > 2 und g = 2: Wir zerlegen (1) in

e—[q—2+ >e

d—3

+ Fd—Q} ()\+/x)2d_2_1 _ ZF’ . ()\—l-/x)qi—l‘
1=0

9d—2

[/ 4 Ry /)

Wie oben folgt mithilfe von (5), (6) und (2):
wh (/227 4 By O /2)? 7 4 Fus) + (2972 = Dt (X /a)
(7 > w(Fy-s)
= 29-1e
Nach (3) und (4) folgt aus 0 < w™(At/z) < e, daBl
w (Fay - 0 /2)* ) < min {w (0F/2)*27) st (Fa) |

also mit (7), daB 2972w (At /2)+ (2972 - 1wt (At /x) > 297 Le ist, und daraus wt (A1 /x) > e,
ein Widerspruch. Daher ist wt (At /z) = 0 oder w* (A1 /x) > e, woraus wie im Fall (a) die
Behauptung folgt.
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|

Das zweite unserer beiden Lemmata, das sich bei [GR2, p. 367] wiederfindet, beruht auf der
Idee, K als Erweiterung des rationalen Funktionenkorpers k() fiir A € A}, aufzufassen.
Wir fithren die Uberlegungen hier zusétzlich parallel fiir den reellen Teilkérper K}Z, durch.

9.7 LEMMA. Sei M = P"™ mit irreduziblem P € R und n € N, d := grad P, A € A}, und
At = X171 Dann ist

d—1
) T | oa fallsn =1
[KM : kj()‘)} - [KM : k()‘ )] - { q(nfl)dfl(qd _ 1) falls n > 2.
BEWEIS. @)/ ist irreduzibel in K[u] und normiert in u, also irreduzibel in R[u] = k[u][x].

AuBlerdem ist @y ¢ k[u], also irreduzibel in k(u)[x]. Gleiches gilt fiir das Minimalpolynom
@7, von AT iiber K. Wegen @y = &1, (u?™!) ist daher

(K : k(X)) = grad, ®a = grad, @7, = [K5; : k(A1)

Nach 7.1 ist grad, (P™ o u) = grad, [mlzzl} = ¢! fiir alle m € N. Mithilfe von 8.6(b)

erhalten wir hieraus

grad, ®p = grad, (Pou) = qd_1

und
grad, ®pn = grad, (P" o u) — grad, (P" ' ou) = ¢" V47 1(¢¢ - 1)
fir n > 2. O

Durch Kombination der beiden Lemmata erhalten wir wie versprochen den weiteren

BEWEIS VON 9.4 FUR IRREDUZIBLES M. Sei A € A%, At := A4~ ! und St die Menge der
Fortsetzungen von v nach L™. Nach 8.4 und 4.7(c) ist k der Konstantenkérper von L™ /k.

(a) Wir setzen d := grad M, e := e+, und f := f,+/,. Da A ganz iiber R ist, ist

(>‘+)* = Z ePy+
vtest
vF(At)=—¢

nach 9.6 der Polstellendivisor von A" in LT. Mit 4.15 und 9.7 folgt
ef#{vT e 8§t vt (\) = —e} =grad (\F)_ = [LT : k(\T)] = ¢4 1.

Dabher ist ef eine Potenz von p := char(k). Da andererseits

ef#ST =[LT: K] = =1 (mod p)

gilt, folgt ef = 1.
An dem vorangehenden Lemma 148t sich ebenfalls erkennen, warum sich dieser Beweis nicht
auf den Fall M = P" mit irreduziblem P € R und n > 2 {ibertragen l&f}t.
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(b) Nach Teil (a) des Beweises existiert ein W™ € ST mit
Wt (A7) = —1.
Fiir eine Fortsetzung w von w™ nach L ist

(= DBA) = egyar™ (A7) = —ega,
also (¢ — 1) < eg/p+ < [L: L*] = ¢ — 1, woraus nach 2.2(a) die Behauptung folgt.

10 Das Geschlecht

Wir wollen nun die von [Ha, p. 85] fiir Kp» mit irreduziblem P € R angegebene Geschlechts-
formel auf beliebige zyklotomische Funktionenkorper Ky und ihre reellen Teilkorper erwei-
tern. Abschlielend werden wir uns in diesem Abschnitt dann mit dem asymptotischen Verhal-
ten der Geschlechter fiir grad M — oo befassen und damit die asymptotische Untersuchung
der Klassenzahlen vorbereiten.

Fortan sei M € R\ k normiert. Wir schreiben

M = H Pl
i=1

mit r,n; € N und verschiedenen normierten, irreduziblen P; € R und setzen f; := grad P;,

= ¢(P) = qfi — 1, m := $(M) = I, ¢~ VSim; sowie d := grad M = iy nifi.
Deswelteren bezeichne g bzw. g™ das Geschlecht von L := Ky bzw. LT := K, + . All diese
Bezeichnungen sollen bis zum Schluf3 der Arbeit gelten.
Zunéchst miissen wir Diskriminanten berechnen.

10.1 LEMMA. Sei A € A%, und AT := \7L,

(a) Firr=1 ist ®3;(0) = Py.

(b) Istr > 2, soist ®p;(0) =1 und \~! ganz iiber R.
(c) A hat Diskriminante

Dyyi(N) =+ [P,
i=1
(d) Istr>2, so ist

nim—m/m;

DL""/K _OLHP 9—1
mit o € k*.

BEWEIS. (a) Wie im Beweis von 8.6(b).

(b) Folgt mithilfe von (a) und 8.6(c) durch Induktion nach d (Die Induktionsvoraussetzung
geht beim dritten Gleichheitszeichen ein.):

v=() o= TT ewo =@ ] 2,0 = o

N€ER normiert i=110;=1
1#N|M
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Ferner ist A~! als Nullstelle von u™®;(u™!) € R[u] ganz iiber R.
(c) Fiir 1 < < r setzen wir M; := M/P;, N; := M/P" und L; := K pn:. Nach Definition
von @y ist M ou = OV mit
U= H (u—p) € Rlul.
BEANM\AY,
Mithilfe der Kettenregel und 1.26 folgt
(1) M™=Npg@yNTN) =+Dye(\) [ N —w.
HEAM\AY,
Fiir p € A gilt nach (b)
(2) A—pe U Apri oder Npg(A—p) =+l
i=1
Wir betrachten daher € Ay \ A}, mit A —p € Apni, i € {1,...,7} fest. Nach 7.7(c) muB

p € Apg; sein fiir ein j € {1,...,r}. Ware j # i, so wire P;" o € Ay, /p, C An;, im
Widerspruch dazu, dal P o u = P;" o A € A}, ist nach 7.4(b). Also ist

(3) e Ay,
Auflerdem muf3 schon

(4) A—peA,

gelten, denn aus A —p € An;—1 wiirde sz_l op = Pi”i_1 o € A}, p, folgen, im Widerspruch
Zzu ij—l ouE ANi - ANiPi'
Wir wollen nun s; ;== #{p € Ay \ A}, : A—p € APZ_"'L} bestimmen. Nach 7.5(a) gilt

(5) ANiﬂApi =0,
also ist die Abbildung

An, — Apn,

v — Pov

ein Isomorphismus von R-Moduln. Wir kénnen demnach ein v € Ay, finden, so dal Piov =
P o \Xist. Fiir p € Apr \ A}, haben wir damit wegen (3) und (5)

A—p€Apni <= Po(P lop—v)=0 <= P" lou=w
Nach 7.4(a) ist Apn;—1 der Kern bei Ay, — An,, p— P! o y. Daher ist
S; = #AP.nifl = (Z)(sz)/ml
Mit (2), (4) und (a) folgt

IT MyxO-w==]] ((bpini (0))si[L:L” =[] P"™,
=1 i=1

pEAM\AL,

und man erhélt die Behauptung durch Einsetzen in (1).
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(d) Sei ®}, das Minimalpolynom von A" iiber K. Es ist ®); = ®,(u?"!), also nach Ket-
tenregel

Py = —ut(@3,) ().
Mit 1.26 und (b) folgt

Drjk(N) = £Np/g(®y(N)
= £(Nzx(\) 2N (@5 (A1)
= £(@ar(0)T(Np+ e ((27,) (A5))) 7
= £(Dp+ /(X))
Da R faktoriell ist, ergibt sich hieraus und aus (c) die Behauptung.
a

Wir kénnen nun die allgemeinen Geschlechtsformeln fiir zyklotomische Funktionenkérper und
ihre reellen Teilkorper hinschreiben.

10.2 SaTz. Fir die Geschlechter gelten die Formeln:

(a) 29— 2= (A~ 2)m + (g 2) % — Sy 2 i

(b) Firr=114st2g—2=(q—1)(29" —2) + (¢ — 2)(% + f1)-
(c) Firr>2ist2g—2=(q—1)(2g7 —2) + (¢ — 2)%.

BEWEIS. Sei v die Gradbewertung von K beziiglich x und v; := vp,. Nach 4.3(b) ist f,, =
fi-
(a) Wir berechnen die in 5.1(a) eingefiihrten Zahlen d,, fiir v € V(K/k). Nach 9.3(a) und
10.1(c) ist

drv; = vi(Dp/x (X)) = nim —m/m;,
und nach 5.5(b) und 9.4 gilt

m
AL e = Z (ew/voo - 1)fw/’uoo =(q— 2)f1
w/Voo q
Fiir v # v;, Voo ist offenbar dr,, = 0. Einsetzen in 5.2 ergibt

r

-
m m

20 —2=-2m+dr . fo., + deifi =—-2m+ (q¢— 2)—(1 ) +dm — Z Efi.
i=1 =1 "

(b) Hier wenden wir den Satz von Riemann-Hurwitz auf L/LT an. Nach 8.4 ist v; total
verzweigt in L/K, daher gilt fiir die einzige Fortsetzung w;” von vy nach L*, daf fw1+ = fi,
und wegen 5.5(b), daf§ dL,wi" = q — 2 ist. Fiir die % Fortsetzungen w™ /vee ist f,+ = 1 und
dp, .+ = ¢ — 2 nach 9.4 und 5.5(b). Wiederum gilt fiir alle anderen Bewertungen wt von LT
nach 8.3(c) und 5.5(b), da8 dj, 5+ = 0 ist. Die Formel ergibt sich hieraus durch Einsetzen.

(c) Diesmal wenden wir 5.2 auf L*/K an. Nach 9.3(c) und 10.1(d) gilt
niym —m/m;

d - =wv;(D AT)) =
L+ v, V5 ( L+/K( ) -1
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und nach 5.5(b) und 9.4(a):
dLeroo = 0

Einsetzen unter Beachtung von (a) ergibt

(¢- 12" ~2) = —2m+ > (nim —m/m:)f;
=1

“m
(d—2)m ;lmj
m
= 29—2—(¢q—2)——.
g (q )q—l
O

10.3 KOROLLAR. Seir > 2 und ST die Menge der Fortsetzungen der Gradbewertung vse
von K nach L. Dann sind alle Bewertungen wt ¢ ST von LT unverzweigt in L)L .

BEWEIS. Aus 5.2 ergibt sich wie im Beweis von Teil (b) des vorigen Satzes
m

29-2=(a= 120" -2+ (-2

+ Z dL,w+fw+ .

wt¢sS+

Bei Vergleich mit 10.2(c) erkennt man, da dy, ,+ = 0 sein mu8 fiir alle w* ¢ S, woraus mit
5.5(a) die Behauptung folgt. O

10.4 KOROLLAR. Fiir normiertes, irreduzibles P € R schreiben wir wieder M = P"N
mit n € Ng und P | N. Ist N # 1 und w' eine Fortsetzung von v := vp nach Lt, so gilt
Cwt o = G(P"), und fi,+ ), ist die Ordnung von (P + RN)K* in (R/RN)*/k*.

BeEwEIS. Nach dem Beweis von 9.1 ist op € Gy der Artinautomorphismus von v in Ky /K,
also ist op| Kt der Artinautomorphismus von v in K};/K, und die Behauptung folgt mit 10.3

und 8.3(c). O

Aus den Geschlechtsformeln 10.2 148t sich wegen 4.20(a) leicht ablesen, wann ein zyklotomi-
scher Funktionenkorper bzw. sein reeller Teilkérper ein rationaler Funktionenkorper k(z) ist.
Die konkrete Bestimmung eines geeigneten z wére eventuell etwas schwieriger.

10.5 BEISPIELE. Wir wollen simtliche Polynome M bestimmen, fiir die L bzw. LT ein
rationaler Funktionenkérper wird. Fiir solche Polynome muf§ nach 9.4

(x) m<g -1

sein. Andererseits ist offenbar (¢ — 1)d < m, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir r = d
eintritt. Aus d > 3 und (%) folgt (¢ —1)3 < ¢* —1,d. h. ¢ < 3 im Fall r < d, und ¢ < 3 im
Fall » = d. Wegen 8.9 sind daher nur noch die Fille

(a) d=2,

(b) r=d=3=qund

(c) ¢g=2,d>3
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zu priifen.
(a) Fiir d = 2 sind drei verschiedene Formen von M zu unterscheiden. Durch Einsetzen in
10.2(a) ergibt sich
o g=(q—2)(¢—3)/2 fiir r =2 (M zerfillt in zwei verschiedene Linearfaktoren).
e g=(¢—1)(¢—2)/2fiir r =1, f1 =1 (M ist das Quadrat eines linearen Polynoms).
e g=(q+1)(q—2)/2fiir r =1, fi =2 (M ist irreduzibel).
In allen drei Féllen ist g™ = 0 (nachrechnen).
(b) Firr=d=3=gqist g=1und g* =0.
(c) Unter Beachtung von (x) bleiben bei ¢ = 2, d > 3 nur noch die Fille
Me{e@®+z+1),(x+ 1)@ +x+1),22+ 1,2z + D)% z@@+ D@+ +1)}

iibrig, fiir die simtlich g = g™ = 0 ist.

BEISPIEL. Es sei P € R ein lineares Polynom mit P [ M und M := PM. Desweiteren
bezeichne § bzw. g+ das Geschlecht von L := K; baw. LT := K;\% Offenbar ist [L : L] =

q—1=[L: L], und nach 10.2(a) und (c) haben wir fiir die Geschlechter

(¢—1)(25" —2)+ (¢ —2)m
— 252

r

= (d=1)(g-Dm+(g—2m - Zq‘l “m
=1

= (¢—1)(29-2)+ (q—l)m—m,

also g = §gT. Trotzdem ist L # LT fiir ¢ # 2, denn jede Fortsetzung von vp nach L ist nach
dem Beweis von 9.1 total verzweigt in L/ L, wihrend die Fortsetzungen von vp nach LT
wegen 10.3 in L/LT unverzweigt sind.

Wir wollen nun noch das asymptotische Verhalten der Geschlechter fiir d = grad M — oo
untersuchen. Dafiir fithren wir zunéchst die folgenden Notationen ein. Fiir von M abhéngige
Zahlen F,G € C schreiben wir

e ' < G (in Worten: F ist von kleinerer Ordnung als G), falls zu jedem ¢ > 0 ein
do € N existiert, so dal d > dy stets |F| < |G| impliziert.

e F' ~ G (in Worten: F ist asymptotisch gleich G), falls zu jedem ¢ > 0 ein d; € N
existiert, so dafl d > d; stets |F — G| < ¢|F + G| impliziert.

Offenbar ist < transitiv und ~ eine Aquivalenzrelation. Nehmen wir G # 0 an, so lifit sich
F < G bzw. F ~ @G in die bekanntere Form limy_,, F//G = 0 bzw. limg_, o, F'//G = 1 bringen.
Desweiteren gelten die Eigenschaften:

e Ist F~G<Hoder F <G~ H,sogiltF < H.
e Mit F' ~ G hat man auch FH ~ GH.

e Aus FF < G folgt G ~ F 4+ G.
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Wir schétzen zuerst den etwas schwierigen Term in der Geschlechtsformel 10.2 ab.

10.6 LEMMA. Es gilt > < (14 log,r)?.

zlm

BeEwEIs. Fiir n € N setzen wir
M, :={N € R normiert : N # 1 und grad N < n},

dann ist offenbar #M,, = ¢" — 1. Wihlen wir nun s € N minimal mit s > log, r, so haben

wir #Mg > rund s < 1+ logq r. Da aulerdem die Folge (anil) N monoton fallend ist,
ne
ergibt sich

fi
Z m; quz_l

=1

s

gra’di' n n—1 n 2
_— = — < n < s”.

Z grad N __ Z(q q ) n_1 — —
NeEM; q 1 n=1 q 1

v

10.7 SaTz. Fir die Geschlechter haben wir das asymptotische Verhalten
md
g~ o~ (¢ — 1)9+

BEWEIS. Nach dem vorigen Lemma ist Y ;_, 7{1—1 < r < d, also haben wir mithilfe von 10.2(a),
dafl

29_2 fz
—d—24+ 1 = _
m +q—l ;mz

und daher g ~ md/2 ist. Insbesondere gilt f1 < m < g, so daB sich g ~ (¢ —1)g* aus 10.2(b)
und (c) ergibt. O

11 Klassenzahlen

Die Betrachtungen von Quebbemann [Qb] aufgreifend untersuchen wir in diesem Abschnitt
das Verhalten der zyklotomischen Klassenzahlen fiir d = grad M — oc. Fiir die erforderlichen
Resultate iiber Einheitengruppe und Idealklassengruppe des Rings ganzer Funktionen in L
bzw. LT stiitzen wir uns soweit wie moglich auf [GR1] und [GR2].

Fiir die Divisorenklassenzahlen hy := ho(L) und hd := ho(LT) gelten nach 6.15(b) die
Abschétzungen

2glog,(v/q — 1) < logg ho < 2glog,(v/q + 1),
29" log,(v/q — 1) <log, h§ < 2g" log,(v/q+1).

Diese lassen sich durch den folgenden, auch in allgemeineren Situationen giiltigen Satz (vgl.
[Qb, p. 84]) fiir d — oo noch verschérfen. Wir verwenden die im letzten Abschnitt eingefiihrten
Relationen ~ und <.

11.1 SaTz. FEs gilt
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(a) log, ho ~ g und

(b) log, hg ~ g7

BEWEIS. (a) Fiir j € N bezeichne k; := F;; den Erweiterungskorper vom Grad j iiber
k = Fq, und Kj/k; bzw. L;/k; die zugehorige Konstantenkorpererweiterung von K/k bzw.

L/k. Fiir die Anzahl N; der rationalen Punkte von L;/k; haben wir nach 4.3 und 1.21(c) die
Abschétzung

(1) Ny <ml +1).

Aus 6.10(a), 6.16 und der Definition der Weil-Zahlen wy, ...,ws, von L ergibt sich fiir jedes
j € N die Identitét

29
(2) =) wl=Nj—(d+1)
i=1
woraus wir nach dem Satz von Weil analog zu 6.15(a) die weitere Abschétzung

(3) |N; — (¢ +1)] < 2gg’"?

ableiten konnen. Ordnen wir wie in 6.15(c) die Weil-Zahlen so an, dafl wijwgq; = ¢ ist fur
1 <i < g, so konnen wir mithilfe von 6.10(b) schlieflen, daf

2g

h() = H(l—wi)

=1
g
= Jlwiwgi@ =i —w)
=1
g
= ¢[00 - a7 w1 — g7 'wi)
=1

29
= ¢ ] -q'w)
=1

ist. Mithilfe der Reihenentwicklung In(1—2) = =372, Z]—] fiir z € C, |z| < 1 und (2) erhalten

wir hieraus

29 00 1 29 ' 00 1 '
(4) Inho—glng= Zln(l —q ) = — Z — ) w! = Z —(N; — (¢’ +1)).
i=1 i Pl

Wiéhlen wir nun s € N abhéingig von M mit s ~ g/m, so haben wir sowohl

s A s s s
;jlqjuvj—(qul)) < 22352 " j:1qj;1 <<m+1>;<;+j1qj) < ms g
wegen (1) als auch
i L(Nj—(thl)) <2 i S
S I? T A jqi/?

wegen (3) und 10.7. Daher folgt aus (4), dafi Inhg ~ glnq ist.



70 Teil I11 — Zyklotomische Funktionenkorper

(b) Geht ganz analog.
|

Wir wollen nun auch die Asymptotik der Idealklassenzahlen h := h(B) und h* := h(B")
der ganzen Abschliisse B bzw. BT von R in L bzw. L™ untersuchen. Zuniichst bestimmen
wir das Verhéltnis der Einheitengruppen dieser beiden Ringe. Vgl. hierzu [GR1, p. 366] und
[GR2, p. 166].

11.2 SATz. Fliir die Einheitengruppen U := B* und Ut := (B™)* gilt:

(a) Beir=1istU=U".

(b) Beir>2ist (U:UT)=¢q—1.

BEWEIS. Die Anféinge der Beweise von (a) und (b) sind identisch. Sei z € U.

Die Menge der Fortsetzungen der Gradbewertung v, von K nach L bezeichnen wir mit S
und zu o € Gy := Aut(L/L") definieren wir ¢, := 0(z)/z. Fiir jedes w € S und o € G ist
w? = w nach 9.4(b) und 2.1(b), also gilt

w(es) =0 Vo € Go.
Da aufierdem e, € U = (1,45 12}, ist fiir alle o € Go, ergibt sich nach 4.8(b) und 9.5, daf
(x) e, €k Vo€ Go.

(a) Sei w' eine Fortsetzung von vp, nach LT und L' := L*(z). Aus (%) folgt o(297 1) = 247!
fir alle 0 € Go, d. h. 247 e UN LT = U' C R’ .. Daher ist w"(2¢7") = 0, und mit 1.27
folgt, dafl w™ unverzweigt in L' /LT ist. Da nach 8.4 andererseits w™ total verzweigt in L/L*
ist, muB L' = LT, also 2 e UN LT = U™ sein.

(b) Sei A € A%, Nach (x) und 8.8(c) konnen wir z = 2t AN mit 27 € LT und 0 <i < g—1
schreiben. Wegen 10.1(b) ist A € U, also z© € UNLT = U™ und z € AX'U*. Damit haben wir

U/UT={NUT:0<i<q-1}
gezeigt. Wegen X ¢ Lt fir 1 < i < q—1ist XUT # MU' fir 0 <i < j < q— 1, also
tatséchlich (U : UT) =q — 1.

a

Der folgende wichtige Satz, der uns garantiert, daf§ wie in der klassischen Theorie h™ ein
Teiler von h ist (vgl. [Wh, p. 40]), ist fir den Fall » = 1 (mit etwas anderen Methoden) bei
[GR1, p. 366f] bewiesen.

11.3 SaTZ. Der natiirliche Klassengruppenhomomorphismus

C(BT) — CU(B)
")~ (B

1st injektiv.
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BEWEIS. Sei I ein Ideal von BT, so dal BIT ein Hauptideal von B ist, etwa BIt = Bz fiir
ein z € B. Zu zeigen ist, dafl I Hauptideal von B* ist. Fiir 0 € Gg := Aut(L/L") setzen
wir wieder ¢, := o(2)/z. Nach 1.2(c) ist Bo(z) = 0(Bz) = o(BI") = BIt = Bz fiir alle
o € Gy, also

ey € B* Vo € Gy.

Dem vorhergehenden Satz zufolge ist auf jeden Fall el e (BT)* fiir alle 0 € Gy. Man sieht
leicht, dafl dann die Abbildung

Gy — (BM)*

A

ein Gruppenhomomorphismus ist. Daher liegt 271 als Nullstelle von u?~ ! —1 fiir jedes o € Gy
in k*. Da k in L algebraisch abgeschlossen ist, folgt schliellich

(x) e, €k Yo e Go.

Wir unterscheiden nun wieder die Félle r =1 und r > 2.

(a) Seir =1 und w" eine Fortsetzung von vp, nach LT. Nach 1.23(a) ist w* = vg+ fiir ein
Q1 € Max(B™). Wir schreiben

It = (Q+)8J+
mit s € Ny und einem Ideal J* von BT, das von QT nicht geteilt wird. Aus (*) folgt
o(2971) = 2971 fiir alle 0 € Gy, d. h. 2471 € BN LT = B*. Also ist (I7)9"! = Btza-!
Hauptideal von BT und wt (2971) = (¢—1)s. Withlen wir AT € LT mit w*(A*) = 1 und setzen
B:=2z/(A\")* und L' := Lt(z) = L1(B), so ist wT(B97) = wt(2971) —wt((AH)eDs) =0,
also w nach 1.27 unverzweigt in L'/LT. Da w™ nach 8.4 andererseits total verzweigt in
L/L7 ist, folgt L' = L™ und 2 € BN L™ = B*, also ist IT™ = Bz Hauptideal von B™.
(b) Seir >2und A € A},;. Wegen (*) und 8.8(c) kénnen wir wieder

z=2z"\
mit 27 € LT und 0 < ¢ < g — 1 schreiben. Nach 10.1(b) ist 2zt € BN LT = BT und
BIt = Bz", also I = BTz Hauptideal von B*.

a

Die Idealklassengruppen bezeichnen wir nun zur Abkiirzung durch ¢/ := C/(B) und /™ :=
C/(BT). Desweiteren setzen wir W := V(L /k) bzw. W+ := V(L™ /k) fiir die abstrakte Kurve
von L/kbzw. LT /k, S :={w € W : w/vs} bzw. ST :={wt € W : w' /us} fiir die Menge
der Fortsetzungen der Gradbewertung v, von K nach L bzw. L*, D := Dy, DT := D+,
Dy :=Dr,p und Dar := D+ o fiir die Divisorengruppen und (/g := Clo(L) bzw. ng = Clo(L™T)
fiir die Divisorenklassengruppen von L bzw. L*. Die kanonische Einbettung

Dt - D

Z Ayt Pyt Z dy+ Z € jwtPw

wreWw+ wtew+ w/wt
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fassen wir der Einfachheit halber als Inklusion auf. Wir wollen die Divisorenklassengruppen
mit den Idealklassengruppen in Zusammenhang bringen und definieren hierfiir die Gruppen

€= zZp, <D,

weS

Eh= P Zp,+ D"

wteSt

der Divisoren von L bzw. LT mit Triiger in S bzw. ST. Man iiberlegt sich leicht, daf} die
Abbildung

& — DJE+ (L))

Mocram @] = > dabug +(E+ (7))
QeMax(B)

ein Gruppenisomorphismus ist. In gleicher Weise ist auch ¢/ ~ D /(€T + ((LT)*)). Dabei
kommutiert der Klassengruppenhomomorphismus aus dem vorigen Satz mit der kanonischen
Einbettung

DT/(ET+((LT)") = D/(E+ (L)),

die sich aus der Inklusion D™ C D von oben ergibt. Wir definieren noch & := £ N Dy und
53 =&tN Dar und betrachten die Sequenzen der kanonischen Gruppenhomomorphismen

0 —  &/(EN(LY)) — Oy — D/(E+ (L)) — 0,

0 — & /(& N(LH)) — dg — DTET+((LH))) — 0.

Sie sind offenbar exakt (Die Surjektivitéit der hinteren Abbildungen gilt, da S und S* ra-
tionale Punkte enthalten). Daher ist hg = ph und hd = pTh™, wobei p := (& : & N (L*))
bzw. pt = (& : & N ((LT)*)) der Regulator von L bzw. LT genannt wird. Der nichste
Satz behandelt in Verallgemeinerung von [Qb, Theorem 3.3] fiir d — oo das asymptotische
Verhalten des Quotienten

_ h
h = hT,
der nach dem vorigen Satz eine natiirliche Zahl ist. Fiir ¢ = 2 ist L™ = L, also h~ = 1.

11.4 SATZ. Fiir ¢ # 2 haben wir

_ qg—2md
log, h~ ~ 1=2M%
©8q —1 2

BEWEIS. Sei N := #S = #S5T = m/(q—1). Offenbar sind & und &, freie abelsche Gruppen,
beide vom Rang N — 1, und da nach 9.4(b) mit der Inklusion von oben & = (g — 1)& ist,
folgt

(€0: &) =(a— DV
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Desweiteren ist offenbar & N (L*) = (B*) ~ B*/k*, ebenso & N ((L1)*) = ((B")*) ~
(BT)*/k* und daher

@@ se neh) = s ) =s={ LR

_ In(q—
/s, also log,(p" /p) ~ — 24D < g.

nach 11.2. Insgesamt ergibt sich p/p* = (¢ — 1)V

Zusammen mit 11.1 und 10.7 erhalten wir

+ 1

—2md
log, h™ = log, % + log, ho — log, hi ~ (1— ~ 1 m

g—1 2"

q_l)g

|

Aus diesem Satz ergibt sich insbesondere, dal h — oo fiir d — 0o und g # 2. Im Fall ¢ = 2
konnen wir keine Aussage machen. Es stellt sich die Frage, ob es hier iiberhaupt Beispiele
mit h # 1 gibt (Ich kann keines angeben).

Zur nun folgenden Berechnung von Klassenzahlen fiir konkrete Polynome M fithren wir einige
Notationen ein. Wir bezeichnen mit W,, bzw. W, die Menge der Bewertungen von L bzw.
L* vom Grad n und definieren fiir N € N, n € Ny das Symbol

[:] = #{(a1,...,an) €eNY :a; + - +ay =n}.

Mithilfe vollstdndiger Induktion iiberlegt man sich leicht, dafl []7\{ } = (N 71+n> ist. Deswei-

n
teren seien wie in Abschnitt 6 eingefiihrt Ag, A1, ... bzw. Aar , AT, ... die Koeffizienten und
P(t) bzw. P*(t) das Zahlerpolynom der Zetafunktion von L bzw. L™.
Fiir Divisorenklassenzahlen haben Galovich und Rosen in [GR1] und [GR2] Formeln unter
Verwendung von L-Reihen angegeben, nach denen Ireland und Small [IS] mithilfe eines Com-
puterprogramms Klassenzahlen ausgerechnet haben. Aber auch aus unseren Sdtzen koénnen
wir ein konkretes Verfahren zur Berechnung von hg und ho+ ableiten: Zunichst bestimme
man mithilfe von 9.1 bzw. 10.4 simtliche Bewertungen mit Grad < g bzw. < g™ von L bzw.
L*. Fiir die Fortsetzungen der Bewertungen vp mit P | M ergeben sie sich dabei aus der
Zerlegung aller Polynome AM +1 fiir A € R normiert mit grad A < g—d bzw. aller Polynome
AM + a fir @ € k* und A € R normiert mit grad A < g* — d. Aus #W1,...,#W, bzw.
#Wf' Yo ,#I/Vg"'+ lassen sich dann mithilfe kombinatorischer Uberlegungen Ao, ..., Ay bzw.
Af, ..., AT, und mit 6.10 und 6.12 schlieBlich P(¢) und ho bzw. P*(t) und h{ gewinnen.
Die Bestimmung der Idealklassenzahlen bereitet i. a. mehr Schwierigkeiten. Wir wollen hier
lediglich zwei Lemmata angeben, die man ausnutzen kann, um zu zeigen, daf} die Idealklas-
senzahl ‘klein’ ist.

11.5 LEMMA. Jede Klasse A € D/(E + (L*)) enthdlt einen Divisor a > o vom Grad g. Fir
L™ gilt das hierzu Analoge.

BEWEIS. Sei 2 € D/(€ 4 (L*)). Da S rationale Punkte enthilt, kénnen wir einen Divisor
0 € 2 mit gradd = g wihlen. Nach 4.19(b) ist dimd > 1, also existiert ein y € L* mit
a:=0+(y) > o. ]
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11.6 LEMMA. Seir =1 und w bzw. w' die Fortsetzung von vp, nach L bzw. L. Dann
18t

(a) pw €€+ (L") und

(b) pu+ € €T+ ((LT)").

BEWEIS. Sei A € A%,. Nach dem Beweis von 8.4 ist w(\) = wH(A1) = 1 und w(\) =
Wt (A1) =0 fiir alle w € W\ (SU{w}) und & € W\ (ST U {wt}). O

BEISPIELE. Wir wollen die Klassenzahlen fiir ¢ = 2, d = 3 bestimmen. Fiir die in 10.5(c)
behandelten Fille ist g = 0, also hg = h = 1. Es bleibt

(a) M = (z+ )3, a € Fy, und

(b) M irreduzibel

zu untersuchen.

(a) Esist m =4 und g = 1. Wegen 9.2 ist W7 = S U {w}, wo w die Fortsetzung von v,
nach L ist, so daf sich aus 11.5, 11.6 und 6.3(b) sofort h = 1 und hg = A} = #W; =5
ergibt.

(b) Hier ist m = 7 und g = 3. Es sind also die Bewertungen von L bis zum Grad 3 zu
bestimmen. Sei w die Fortsetzung von vy nach L. Nach 9.2 ist W7 = S, Wy = () und
W3 = {w}, also erhalten wir

A =17, Ay = |:;:|:28, A3:|:;:|+1=85,

woraus sich nach 6.10 und 6.12

P(t) = 1+4t+9t% + 153 + 18t* + 16t° + 8¢5,
ho = 71

ergibt. Wiederum enthélt wegen 11.5 und 11.6 jede Klasse 2 € D/(€ + (L*)) einen Divisor
a€&+Zpy CEH (L), alsoist h = 1.

BEISPIELE. In den Féllen aus 10.5(a) und (b) ist g* = 0, also hd = p™h™ = 1. Wir kennen
daher den Regulator p aus dem Beweis von 11.4.
(a) Seig=4und M = (v + a)(z + [) mit a,5 € k, o # 3, dann ist m =9, g = 1 und
p=3.

o Ista+p=1,s0ist z+a =1 (mod z+ () und umgekehrt. Nach 9.1 haben daher v, 4

und v, g je 3 Fortsetzungen vom Grad 1 nach L und es ergibt sich
ho=#W1 =4#5+6=09, h:ho/p:3.

o Ista+ (B #1,s0ist W; =5, also hg =3 und h = 1.
(b) Fiir Polynome der Form M = (z+ «a)? mit a € kist m = q(g—1), g = (¢ —1)(¢—2)/2
und p = (¢—1)?1. Wir kénnen o. B. d. A. @ = 0 annehmen und wollen die Fille ¢ = 3 und

q = 4 untersuchen.

e Ist ¢ =3, also g = 1, so haben wir h = 1 nach 9.2, 11.5 und 11.6, also hg = ph = 4.
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e Sei g = 4, also m = 12, g = 3 und p = 27. Wieder haben wir W7 = S U {w}, wo
w die Fortsetzung von v, nach L ist. Desweiteren ist M + 1 = (z + 1)%, d. h. Wy
besteht aus den m/2 = 6 Fortsetzungen von v, 1. Da 3% = 1 ist fiir alle 3 € k*, ist
(x +~v)M +1 = 23 + yz + 1 irreduzibel fiir alle v € k* und #W3 = 3m = 36. Es ergibt
sich

A1 =#W1 =5, Ay = |:2:| +6=21, A3 = |:§:| + 641 + 36 =101,

also
P(t) = 1+ 16t + 64¢°,

ho = P(1) =81 und h = hy/p = 3.
(c) Sei ¢ =3 und M irreduzibel vom Grad 2. Es ist g = 2 und p = 8. Man rechnet schnell
nach, dal M +1 = (z 4+ «a)(x + ) mit a, f € k, a # 3 ist. Nach 9.2, 11.5 und 11.6 ist daher
h =1 und hg = ph = 8.
(d) Seir=d=3=gq,also M =xz(z+1)(x+2). Wir haben m =8, g =1und W; = §
nach 9.2, also hg = #S =4 und h = 1.
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